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概 要

本論文では，金融リスクの把握に際して，特に資産価格変動間の相関や依存構造に焦点を当

てて分析を行う．本稿で扱う金融リスクは，資産価格変動に伴う市場リスクと貸出先の信用力

の変化や担保価値の変動に伴う信用リスクであるが，そうしたリスクを捉えるリスク指標が持

つべき性質の観点で金融実務で用いられているリスク指標を比較分析することに始まり，リス

クをもたらすファクターの周辺分布だけでなく，相関や裾での依存関係がリスク指標に及ぼす

影響をしていく．

まず，ファイナンスでのリスク指標として標準的になっているバリュー・アット・リスク（VaR）

とそれに代わる指標として提唱されている期待ショートフォールなどを紹介し，その性質につ

いていくつかの観点で比較分析を行う．そのうえで，リスク指標のテイルリスクに焦点を当て，

リスクファクターとなる資産価格変動の相互依存関係を表すコピュラなどがテイルリスクに及

ぼす影響を考察する．

次に，リスクファクターの相互依存関係を表すコピュラについて，その推定方法や特定化し

たコピュラに従う乱数の発生方法など実務で用いる場合に必要な技術をまとめる．そのうえで

具体例として市場リスクを捉えるために株価変動のコピュラを推定し，VaRを算出したり，信

用リスクを捉えるために資産変動のコピュラを想定したシミュレーションを行う．特に，2000

年以降 2007～2008年の金融危機に至るまで信用ポートフォリオのデリバティブである CDO

（collateralized debt obligation）のプライシングの標準的な手法となったコピュラ・アプロー

チについて，さまざまなコピュラを想定して比較分析することで裾での依存関係が CDOのプ

ライシングやリスクに大きな影響を及ぼすことを示す．

さらに，信用リスクの把握においては，単に対象企業のデフォルト確率に注目するだけでは

不十分であり，追加融資を行うことにより当該企業への貸出額が増大する可能性があることも

考慮する必要がある．エクスポージャーの変化を合理的に捉え，デフォルト確率や当該企業が

デフォルトした際の回収率の変化を構造的に把握して，期待損失や VaRを解析的に定量化す

る．また，デフォルト確率や回収率は満期までの期間の景気等の状況に応じて変化することを

考慮して，担保付貸出を対象に，連続的に変化する非負のデフォルト強度過程とその強度と連

続的に相関を持つ担保価値過程を想定し，担保付貸出の貸出価値を期待損失の形で解析的に評

価するほか，損失の変動に関して標準偏差などの高次モーメントも解析的に評価する．

以上の分析を通じて，資産価格変動や信用の変動などさまざまなファクター間の相関や依存

構造を捉え，それらが金融リスクに与える影響を定量的に把握する．
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序章

本論文では，金融リスクの把握に際して，特に資産価格変動間の相関や依存構造に焦点を当

てて分析を行う．本稿で扱う金融リスクは，資産価格変動に伴う市場リスクや貸出先の信用力

の変化や担保価値の変動に伴う信用リスクである．まず，そうしたリスクを捉えるリスク指標

はどのような性質を持つべきかをまとめ，金融実務で使われているリスク指標はそれらを満た

しているかという観点で比較分析を行う．そのうえで，リスクをもたらすファクターの周辺分

布だけでなく，リスクファクター間の相関，裾での相互依存関係や状況の変化に応じた貸し手

の行動がリスク指標や価値に及ぼす影響を定量化していく．

金融実務において 1990年代以降，バリュー・アット・リスク（以下，VaR）と呼ばれるリス

ク指標が用いられるようになってきた．こうした状況を踏まえ，1996年にはバーゼル銀行監督

委員会での国際合意として，トレーディング勘定の価格変動リスクをVaRで計測することが認

められ，国際的に活動する民間金融機関の自主的なリスク管理の指標を銀行が規制上保有して

おかなければならない資本額に結び付けることが認められた．2005年には，銀行貸出などの信

用リスクについても VaRの考え方が一部に認められるようになった．VaRは想定するポート

フォリオから生じる損益の分位点であるが，99%，99.9%といった高い信頼水準（損失方向に

大きな水準）に設定されることが多い．

こうした金融実務でのリスク管理の変化に対応して，数理統計学的に分析していく必要性の

あるテーマは多い．そもそも，リスク指標はどのような性質を持つべきであるか．金融実務で

標準的なリスク指標であるVaRはそうした望ましい性質を満たしているのか．ポートフォリオ

のリスクを考えるにはリスクの源泉となるリスクファクターを複数特定していくことになるが，

ファクター間の依存関係はポートフォリオのリスクに大きな影響を及ぼさないか．銀行の企業

への貸出の信用リスクを考えるとき，当該企業のデフォルト確率を考えるだけで十分か．リス

クの評価期間が長ければその期間に生じうる貸出額の変化を考える必要もあるかもしれないし，

実際デフォルトが生じたときには想定していた回収率よりも低くなっている可能性もある．本

論文は金融リスクを捉える際の確率統計学的な問題点について，リスクファクター間の相互依

存関係を中心に分析する手法を与え，実証分析・数値分析を行う．

第 1章では，ファイナンスでのリスク指標として金融業界で標準的になっている VaRとそ

れに代わる指標として提唱されている期待ショートフォールなどを紹介し，まず，山井・吉羽

[2001a,b,c, 2002a]に沿って，その比較分析を行う．比較分析の観点としては，(1)テイルリスク

の排除，(2)期待効用最大化原理との整合性，(3)劣加法性（凸性），(4)推計値の安定性，の 4つ

を挙げ，対象とするポートフォリオの損益分布が与えられた前提のもとで，VaRと期待ショート

フォールがこれらの性質を満たしているかを比較分析する．その結果，(1)～(3)では期待ショー

トフォールの方がよい性質を持つ一方，(4)ではVaRの方がよい性質を持つ場合があることを

示す．さらに，山井・吉羽 [2002b]に沿って，市場がストレス状態になることを多変量極値理

論で表現し，ポートフォリオの損益分布を生成し，テイルリスクがどのようになるかを分析す

る．山井・吉羽 [2002b]は分析が多岐にわたっているため，その結果については，Yamai and
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Yoshiba [2005]でサーベイされた内容にとどめることとする．分析の結果，テイルリスクの観

点では，資産価格変動間の依存構造であるコピュラの裾での依存性が大きなリスクを引き起こ

す要因となるものの，信頼水準によってはVaRがそのリスクを捉えられないというテイルリス

クを抱えることを具体的にエマージング市場の為替相場変動を例に挙げながら示す1．

第 2章では，第 1章で用いた多変量極値理論のうち変量間の依存関係であるコピュラに注目

する．特に，コピュラを実務で用いることを念頭におき，戸坂・吉羽 [2005]に沿って，(1)コ

ピュラのパラメータの推定，(2)特定化したコピュラに従う乱数の発生方法をまとめ，5変量コ

ピュラを用いて株式ポートフォリオを分析したり，1万の与信ポートフォリオのリスク指標の

算出などを試みる．さらに，2007～2008年の金融危機を踏まえ，新谷・山田・吉羽 [2010]に

沿って，主要国の株価指数を対象に収益率分布の相互依存関係を分析し，データへの適合度の

高いコピュラの種類を実証的に調べたうえで，この結果を踏まえて，コピュラを用いた CDO

（collateralized debt obligation）のプライシングを試みる．

第 3章では，バーゼル II（Basel Committee on Banking Supervision [2005a]）の適用を踏ま

え，山下・吉羽 [2007]に沿って2，デフォルト確率だけでなく，回収率，エクスポージャ－の分

析を試みる．具体的には，景気の後退期にデフォルト確率が上昇するとともに，回収率が低下

するという相関をとらえたうえで，銀行が期待損失の最小化を念頭にエクスポージャ－を増大

させることを考慮して期待損失やVaRがどのように変化しうるか分析する．そうした銀行の追

加融資を考慮した期待損失やVaRの算出は解析的に行えることを示す．

第 4章では，第 3章と同様にバーゼル IIでの問題意識に立ち，景気を通じたデフォルト確率

と回収率の負の相関に注目しつつ，第 3章で用いた構造型モデルはデフォルトが連続的に生じ

うることを完全には考慮できない問題に注目し，山下・吉羽 [2010, 2011]に沿って3，瞬間的な

デフォルト率に相当するデフォルト強度が回収率と負の相関を持ちながら連続的な確率過程に

従うモデルを考察する．ここではデフォルト強度が負になりえないことにも注目し，デフォル

ト強度が非負性を保ちつつ，回収率との負の相関も持ち，そのうえで期待損失等の損失分布の

性質が解析的に評価できることをデフォルト強度をアフィン過程や 2次ガウス過程でモデル化

することで示していく．

各章を構成する原論文は以下のとおりである．

第 1章 バリュー・アット・リスクと期待ショートフォールの比較分析

山井康浩・吉羽要直 [2001a], 「バリュー・アット・リスクのリスク指標としての妥当性につ

いて―期待ショートフォールとの比較分析による理論的サーベイ―」，『金融研究』，第 20

巻（第 2号），33–68頁．

山井康浩・吉羽要直 [2001b], 「期待ショートフォールによるポートフォリオのリスク計測―

具体的な計算例による考察―」，『金融研究』，第 20巻（別冊第 2号），53–93頁．

山井康浩・吉羽要直 [2001c], 「リスク指標の性質に関する理論的整理―VaRと期待ショート

フォールの比較分析―」，『金融研究』，第 20巻（別冊第 2号），95–131頁．

山井康浩・吉羽要直 [2002a],「バリュー・アット・リスクと期待ショートフォールの比較分析」，

Journal of the Operations Research Society of Japan，第 45巻（第 4号），490–506頁．
1山井・吉羽 [2001a,b,c, 2002b]に対応する英語論文は Yamai and Yoshiba [2002a,b,c,d]である．
2対応する英語論文は Yamashita and Yoshiba [2007]．
3山下・吉羽 [2010]に対応する英語論文は Yamashita and Yoshiba [2010]．
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山井康浩・吉羽要直 [2002b],「市場ストレス時におけるバリュー・アット・リスクと期待ショー

トフォールの比較：多変量極値分布のもとでの比較分析」，『金融研究』，第 21巻（別冊

第 2号），111–170頁．

Yamai, Yasuhiro and Toshinao Yoshiba [2002a], “On the Validity of Value-at-Risk: Com-

parative Analysis with Expected Shortfall,” Monetary and Economic Studies, 20(1),

pp. 57–86.

Yamai, Yasuhiro and Toshinao Yoshiba [2002b], “Comparative Analyses of Expected Short-

fall and VaR: Their Estimation Error, Decomposition, and Optimization,” Monetary

and Economic Studies, 20(1), pp. 87–122.

Yamai, Yasuhiro and Toshinao Yoshiba [2002c], “Comparative Analyses of Expected Short-

fall and VaR (2): Expected Utility Maximization and Tail Risk,” Monetary and Eco-

nomic Studies, 20(2), pp. 95–115.

Yamai, Yasuhiro and Toshinao Yoshiba [2002d], “Comparative Analyses of Expected Short-

fall and VaR (3): Their Validity under Market Stress,” Monetary and Economic Studies,

20(3), pp. 181–237.

Yamai, Yasuhiro and Toshinao Yoshiba [2005], “Value-at-risk versus expected shortfall: A

practical perspective,” Journal of Banking & Finance, 29(4), pp. 997–1005.

第 2章 資産価格変動のコピュラとポートフォリオの信用リスク

戸坂凡展・吉羽要直 [2005],「コピュラの金融実務での具体的な活用方法の解説」，『金融研究』，

第 24巻（別冊第 2号），115–162頁．

新谷幸平・山田哲也・吉羽要直 [2010], 「金融危機時における資産価格変動の相互依存関係：

コピュラに基づく評価」，『金融研究』，第 29巻（第 3号），89–122頁．

第 3章 追加融資を考慮した期待損失とVaR

山下智志・吉羽要直 [2007], 「追加融資を考慮した信用リスク：構造モデルによる ELと UL

の解析解」，『金融研究』，第 26巻（別冊第 2号），103–136頁．

Yamashita, Satoshi and Toshinao Yoshiba [2007], “Analytical solutions for expected and

unexpected losses with an additional loan,” IMES Discussion Paper Series No. 2007-

E-21.

第 4章 担保付貸出の損失分布モーメント評価

山下智志・吉羽要直 [2010],「デフォルト率と回収率の負の相関を考慮した担保付貸出の損失評

価：CIR型ハザード率過程での解析的評価」，IMES Discussion Paper Series No.2010-J-10．

山下智志・吉羽要直 [2011], 「2次ガウス過程を用いた担保付貸出の解析的な損失分布のモー

メント評価」，『統計数理』，第 59巻（第 1号），141–157頁．
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Yamashita, Satoshi and Toshinao Yoshiba [2010], “Analytical Solution for Expected Loss

of a Collateralized Loan: A Square-root Intensity Process Negatively Correlated with

Collateral Value,” IMES Discussion Paper Series No. 2010-E-10.
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第1章 バリュー・アット・リスクと期待ショー
トフォールの比較分析

本章では，実務的なインプリケーションを引き出すことを念頭において，VaR（Value-at-Risk）

と期待ショートフォールの持つ性質を比較した筆者のサーベイペーパー（山井・吉羽 [2002a];

Yamai and Yoshiba [2005]）に沿って筆者の 4つのオリジナル・ペーパー（山井・吉羽 [2001a,b,c,

2002b]）の内容を整理する．

本章ではまず，リスク指標として 1990年代以降，金融機関のリスク管理で標準的に利用さ

れるようになったVaRとその問題点を解決するリスク指標として提唱されている期待ショート

フォールを定義し，その比較分析を行う．

まず，対象とするポートフォリオの損失分布が与えられたとして，VaRと期待ショートフォー

ルの比較を行う．比較に際しては，リスク指標に望まれる性質として，(1)テイルリスクの排

除，(2)期待効用最大化原理との整合性，(3)劣加法性（凸性），(4)推計値の安定性，の 4つを

挙げ，VaRと期待ショートフォールがこれらの性質を満たしているかどうかによって比較分析

を行うこととする．その結果，(1)～(3)では期待ショートフォールの方がよい性質を持つ一方，

(4)ではVaRの方がよい性質を持つ場合があることを示す．

次に，多変量極値分布により市場ストレスが表現しうるとの前提に立ち，多変量極値分布を

用いてリスクファクターの分布を表現したうえで，対象とするポートフォリオの損失分布を導

出し，VaRと期待ショートフォールを求める．こうして求められるVaRと期待ショートフォー

ルに対して，特に (1)のテイルリスクの観点での比較を行う．シミュレーションによる分析の

ほか，リスクファクターの特定に際しては為替相場を例に挙げ実証分析によってそのパラメー

タを特定化したうえでリスク指標の比較分析を行う．その結果，価格変動の裾が厚く大幅な損

失の発生する可能性の高い証券であっても，VaRではリスクが小さいと判断される場合がある

ことを示す．また，異なる種類のコピュラで表されるリスクファクター間の依存関係の相違は，

VaRや期待ショートフォールでは適切に捉えられない場合があることを示す．

1.1 はじめに

ファイナンスおよび経済学の理論では，不確実性下の意思決定を分析する際，投資家はリス

ク回避的な効用関数を持ち，この効用の期待値を最大化するように行動すると仮定するのが一

般的である（「期待効用最大化原理」）．しかし，個々の投資家の効用関数を特定することは困

難であるため，期待効用最大化原理を実務に応用するのは難しい．

これに対し，Markowitz [1952]は，不確実性下の意思決定をリターン（収益の期待値）とリ

スク（収益の分散あるいは標準偏差）のトレードオフによって捉えるという「平均・分散アプ

ローチ」の考え方を提唱した．このアプローチは，(1)個々の投資家の効用関数を特定する必

要がないこと，(2)収益が正規分布に従う場合，期待効用最大化原理と整合的な意思決定が行
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えること，(3)分散という比較的計算の容易な指標に基づいていることなどから実務・理論面

とも飛躍的な発展を遂げた．また，これを機にポートフォリオの収益の不確実性に関する情報

を収益の分布からリスク指標として抽出し，このリスク（リスク指標）とリターン（期待収益）

とのトレードオフによってポートフォリオ選択を行うという考え方も広がった．

その後，分散あるいは標準偏差が，理論上あるいは実務上で持つ問題点が指摘され，分散に代

わるリスク指標としてさまざまなものが提唱されてきた．こうしたリスク指標としては，VaR

や期待ショートフォールなどが挙げられる1．

これらのリスク指標の中で，特に 1990年代以降，金融機関のリスク管理で最も標準的に利

用されているのが VaRである．VaRが金融機関に普及した最大の理由としては，ポートフォ

リオのリスクをカバーするための「所要自己資本」の算出根拠を与えるという他のリスク指標

にはない特徴を持っている点が挙げられる．つまり，「信頼水準 100(1−α)%のVaRを予め与え

られた自己資本の範囲内に収める」ことをメルクマールとすることは，「損失額が自己資本を上

回り自社がデフォルトする確率を 100α%以内に抑える」ことに等しいため，VaRは金融機関

が抱えるリスク量の限度を与えると考えていることになる2．

しかし，このように実務で最も標準的なリスク指標となっている VaRに対し，学界からは

Artzner et al. [1997, 1999]を始めとしてその妥当性を問う声が挙がってきている．彼らは，VaR

にはリスク指標としての理論上の問題点（信頼区間外のリスクを捉えられず，損失額分布の形

状によっては劣加法性を満たさないなど）があり，VaRをリスク管理に用いるのは不適切な場

合があるとの指摘を行っている．Artzner et al. [1997, 1999]は，VaRが抱えるこれらの問題

点を内包しないリスク指標として，期待ショートフォールを提唱した3．期待ショートフォール

とは，損失額が VaR以上となることを条件とした損失額の条件付期待値である．期待ショー

トフォールは信頼区間外の損失も織り込んでおり，理論的に必ず劣加法性を満たす．そのため，

期待ショートフォールは，VaRを代替ないし補完する可能性があるリスク指標として学界・実

務界の関心を呼び，積極的な議論が行われている．

山井・吉羽 [2001a,b,c] では，こうしたVaRと期待ショートフォールに関する議論の整理を

通じて，これらのリスク指標の比較分析を行った．本章では，まず，山井・吉羽 [2001a,b,c] の

内容をさらに整理し，山井・吉羽 [2002a]を基に実務的なインプリケーションを引き出すこと

を念頭において，VaRと期待ショートフォールとの比較分析に関するサーベイを行う．比較の

観点としては，リスク指標が満たしていることが望ましいとされている性質のうち，(1)テイ

ルリスクの排除，(2)期待効用最大化原理との整合性，(3)劣加法性（凸性），(4)推計値の安定

性の 4つを挙げ，VaRと期待ショートフォールがこれらの性質を満たしているかどうかという

観点で比較分析を行う．

次に，(1)のテイルリスクの観点に注目しながら，リスク指標を構成するリスクファクター

の分布を多変量極値分布を用いて表現する．こうして市場ストレスの状態を多変量極値分布に

従うリスクファクターとして表現したうえで，対象とするポートフォリオの損失分布を導出し

て，VaRと期待ショートフォールを比較分析する．この結果は山井・吉羽 [2002b] に基づくも

のであるが，その中でもYamai and Yoshiba [2005]でサーベイされた部分を中心にその結果を

1このほか，期待効用最大化原理との整合性の見地から研究が進められたリスク指標として，safety first rule

（Roy [1952]），絶対偏差（Konno and Yamazaki [1991]），下半標準偏差，下方部分モーメント（Fishburn [1977]）
などが挙げられる．

2ただし，このように VaRを自己資本算出の根拠とすることが経済学的にみて本当に妥当かどうかは議論の余地
がある．詳細は Froot and Stein [1998]を参照．

3Artzner et al. [1997, 1999]では “tail conditional expectation”と呼ばれている．
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示す．

本章の構成は以下のとおりである．まず，1.2節ではVaRと期待ショートフォールを数学的

に定義する．1.3節では，ポートフォリオの損失分布が与えられたという条件のもとで，(1)テ

イルリスクの排除，(2)期待効用最大化原理との整合性，(3)劣加法性（凸性），(4)推計値の安

定性，の 4つの観点でVaRと期待ショートフォールの比較分析を行う．次に，ポートフォリオ

の損失分布をリスクファクターの同時分布として具体的に構成していく．特に市場ストレスの

状態を表現することを念頭に多変量極値分布でリスクファクターの分布を表現する．1.4節で

はその多変量極値分布の理論を整理し，シミュレーションにより，VaRと期待ショートフォー

ルのテイルリスクの理論的な比較分析と，21ヵ国の対米ドル為替相場の 8年間の日次収益率を

用いたテイルリスクの実証分析を行う．最後に，1.5節では本章をまとめる．補論として，1.A

節では，多変量分布の超過値が漸近的に極値コピュラに従うことを証明し，1.B節では，損失

額が一般化パレート分布に従う場合のVaRのテイルリスクを考察する．

1.2 VaRや期待ショートフォールなどのリスク指標

まず，分析の対象となるリスク指標であるVaRと期待ショートフォールを定義し，代表的な

リスク指標の性質をまとめる．

ここでは，投資家は期初（t = 0）にポートフォリオ構成を決定し，期末（t = T）までポー

トフォリオ構成を変えないものとする．つまり，静的な 1期間モデルを前提として説明を行う．

期末までポートフォリオを保有した結果，期末のポートフォリオ価値が決まり，その結果この

投資に伴う損失額（=期初の価値−期末の価値）が決定する．この損失額は，期初では未定で
あるが，期末に判明する事象によって値が確定することから，ポートフォリオの損失額は（期

初では）確率変数と考えることができる．

ここでは，損失額を表す確率変数を Z とする．信頼水準 100(1 − α)%の VaRは以下のよう

に定義される．

定義 1.1 (VaR). VaRは損失額分布の上側分位点として，以下のように定義される．

V aRα(Z) = inf{z|Pr[Z ≤ z] ≥ α} (1.1)

信頼水準 100(1 − α)%の VaRは，「ポートフォリオから 100(1 − α)% の確率で投資期間中
（t = 0から t = T までの間）に発生しうる最大損失額」として解釈することができる．これは

また，「最悪時の 100α%の事象を除いた場合の最大損失額」として捉えることもできる．

一方，信頼水準 100(1− α)%の期待ショートフォールは以下のように定義される．

定義 1.2 (期待ショートフォール). 期待ショートフォールは損失額がVaR以上になる条件下で

の損失額の期待値であり，以下のように定義される．

ESα(Z) = E[Z|Z ≥ V aRα(Z)] (1.2)

信頼水準 100(1−α)%の期待ショートフォールは，「ポートフォリオから発生する損失額がVaR

以上となる場合，平均してどの程度の損失を被るか」を表していると解釈できる．

リスク管理で多用される正規分布の仮定のもとでは，期待ショートフォールは損失額の標準偏差

の定数倍となる．これは，正規分布のもとでの期待ショートフォールを計算することで以下のよう
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に示すことができる．ここで，正規分布のもとではVaRが標準偏差の定数倍（V aRα(Z) = qασ，

ただし qαは標準正規分布の上側 100α%分位点）となることを利用している4．

ESα(Z) = E[Z|Z ≥ V aRα(Z)]

=
1

ασ
√
2π

∫ ∞

V aRα(Z)
te−

t2

2σ2 dt =
σ

α
√
2π
e−

V aRα(X)2

2σ2

=
e−

q2α
2

α
√
2π
σ

(1.3)

したがって，損失額分布が正規分布である場合はVaRも標準偏差の定数倍であるため，期待

ショートフォールとVaRは同等なリスク指標となり，これらは同じ性質を持つ．そこで，期待

ショートフォールとVaRの比較を行う前提として，損失額分布が正規分布に従わず，いわゆる

シミュレーション法によってリスク量を算出する必要がある場合を念頭において議論を進める

こととする．

Artzner et al. [1997, 1999]では，リスク指標が満たすべき望ましい性質として次のコヒレン

ト性を取り上げ，VaRは必ずしもコヒレント性を満たさないのに対し，期待ショートフォール

はコヒレント性を満たすため，望ましいリスク指標であると議論している．

定義 1.3 (コヒレント性). リスク指標 ρ(Z)がコヒレント性を満たす（coherent）とは，以下の

4つの条件を満たすことを指す．

1. 単調性（monotonicity）：Z1 < Z2ならば ρ(Z1) ≤ ρ(Z2)．

2. 正の同次性（positive homogeneity）：任意の正の定数 λに対して ρ(λZ) = λρ(Z)．

3. 平行移動等価性（translation equivariance）5：任意の正の定数 cに対して ρ(Z + c) =

ρ(Z) + c．

4. 劣加法性（subadditivity）：ρ(Z1 + Z2) ≤ ρ(Z1) + ρ(Z2)．

VaRや期待ショートフォールは，その定義から，単調性，正の同次性，平行移動等価性を満

たすことは明らかであるが，劣加法性を満たすか否かは次節で考察する．

コヒレント性とともに 2つの条件を満たすとき，Kusuoka [2001]が示した定理 1.1のとおり，

リスク指標は歪測度を用いて表現できることが知られている．

定理 1.1 (リスク指標の歪測度を用いた表現). リスク指標 ρ(Z)がコヒレント性を満たし，かつ，

1. 法則不変性（law invariance）：任意の 2つの確率変数 Z1と Z2が同じ確率法則に従うな

らば，ρ(Z1) = ρ(Z2)となる．

2. 共単調加法性（comonotonic additivity）：任意の2つの確率変数Z1とZ2が共単調（comono-

tone）であるとき，ρ(Z1 + Z2) = ρ(Z1) + ρ(Z2)となる．

4例えば，信頼水準 99%では，この式より期待ショートフォールは標準偏差の 2.67倍となるが，これは信頼水
準を 99.6%とした時の VaRに相当する．

5Artzner et al. [1997, 1999]では平行移動不変性（translation invariance）と呼ばれているが，‘invariance’は
不適切との指摘がなされているため ‘equivariance’と表現した．また，この仮定は損失額が増えればリスク指標の
値がその分上がることを意味することから “cash invariance”とも呼ばれる．
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の2つの性質も満たすとき，リスク指標ρ(Z)は [0,1]で定義された凸の歪測度（convex distortion

measure）D(·)を用いて，

ρ(Z) =

∫ 1

0
F−1(u)dD(u) (1.4)

と表現できる．ただし，F−1(u)は Zの分布関数の逆関数であり，F−1(u) = V aR1−u(Z)で与

えられる．

次節で示すように，期待ショートフォールはコヒレント性を満たす．また，法則不変性，共

単調加法性も満たすため，定理 1.1の凸の歪測度D(·)が存在し，具体的には

D(u) =
1

α
max(u− (1− α), 0) (1.5)

となる．VaRはコヒレント性を満たさないが，凸ではない歪測度D(·)としてD(u) = 1[1−α,1](u)

を用いて，(1.4)式で表現できる．Tsukahara [2009]は，歪測度が 1パラメータで表されるいく

つかのリスク指標を取り上げて統計分析を行っている．

1.3 VaRと期待ショートフォールの比較分析

本節では，前節で定義したVaRと期待ショートフォールが，(1)テイルリスクを排除できる

か，(2)期待効用最大化原理と整合的か，(3)劣加法性（凸性）を満たすか，(4)推計値は安定

的か，について比較分析する．

ここでは，それぞれの性質の定義と説明を行い，VaRと期待ショートフォールがこれらの性

質を満たすかどうかを例を交えながら解説する．

1.3.1 テイルリスクの排除

(1) テイルリスクとは

定義から明らかなように，VaRは分布の分位点のみを測るため，VaRを超える大幅な損失を

考慮に入れていない．したがって，VaRは分布の裾に関する重要な情報を見落とす可能性があ

る．Committee on the Global Financial System [2000]は，このようにリスク指標が分布の裾

を考慮できないリスクを「テイルリスク」と呼び，リスク指標が持つ一般的な問題点として取

り上げた．さらに，山井・吉羽 [2001c]は，「リスク指標が，損失額分布の裾（テイル）部分の

損失に関する情報を完全には把握できていないことに伴い，リスクの大小関係を見誤る惧れが

ある」ことをテイルリスクとして定義し，分布の裾に関する情報，テイルリスク，およびリス

ク指標の関係を考察した．山井・吉羽 [2001c]では，確率優越の概念を用いてテイルリスクを

数学的に定義し，VaRと期待ショートフォールがテイルリスクを排除できるための十分条件を

調べた．この結果，以下の結論を得ている．

• VaRにテイルリスクが存在しないための条件は，損失額が楕円分布に従うこと，または

投資対象となるポートフォリオが 1次確率優越で比較可能であることである．

• 期待ショートフォールにテイルリスクが存在しないための条件は，投資対象となるポー
トフォリオが 2次確率優越で比較可能であることである．
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表 1.1: VaRでのテイルリスク事例
ポートフォリオA

損益額 確率

80 98.0%

−20 0.9%

−30 0.2%

−100 0.9%

これらの条件を比較すると，期待ショートフォールに関する十分条件は，VaRに関する十分

条件より緩く，期待ショートフォールはVaRよりも幅広い条件下でテイルリスクを排除するリ

スク指標であることがわかる．ただし，投資対象となるポートフォリオが 2次確率優越で比較

不可能な場合は，期待ショートフォールにもテイルリスクが存在する．

以下では，VaRおよび期待ショートフォールがテイルリスクを排除できない簡単な例を示す．

(2) VaRでテイルリスクが発生する例

VaRがテイルリスクを排除できない典型的な例として，損失額分布が表 1.1で表されるポー

トフォリオAを考える．

ポートフォリオAは，ほとんどのケース (98%)で収益（80）が挙がるが，非常に低い確率で

大幅な損失（100）が発生する損失額分布を持っている．ポートフォリオAの 99%信頼水準の

VaRを算出する際，大幅な損失額（100）は無視され，2番目に大きい損失に相当する値 30が

VaRとなる．ここで，最大の損失 100が 1, 000に増加したとしても，VaRは不変である．した

がって，VaRはごく小さい確率で発生する損失を十分に織り込めないことがわかる．

こうしたVaRの問題点は，VaRの定義上明らかではあるが，投資家による合理的な意思決定

がテイルリスクにより歪む可能性を持つという点で重要な意味を持っている．この点は，1.3.2

節で詳しく述べる．

(3) 期待ショートフォールでテイルリスクが発生する例

期待ショートフォールは，定義上VaR以上の損失額を期待値として織り込んでいるため，VaR

に比べてテイルリスクが発生する可能性は小さい．例えば，Acerbi and Tasche [2002]の定義

に従って表 1.1のポートフォリオAの 99%信頼水準の期待ショートフォールを算出すると 100

となる．仮に状態 1の損失額が 1, 000に増加した場合は，期待ショートフォールは 1, 000に増

加し，損失額分布の裾の変化を織り込んでいることがわかる．

しかし，期待ショートフォールでも完全にテイルリスクを排除できるわけではない．投資対

象となるポートフォリオが 2次確率優越で比較不可能な場合は，期待ショートフォールにもテ

イルリスクが存在する．

これを簡単な例でみてみよう．表 1.2 は，ある 2つのポートフォリオAとBの損益額分布を

示したものである．それぞれの 2つのポートフォリオの損益の発生は独立であるとする．ポー

トフォリオ A，Bともほとんどの場合は損失が発生しないが，小さな確率で損失が発生する．

特に，ポートフォリオBはごくわずかな確率で大幅な損失が発生するポートフォリオとなって
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表 1.2: 期待ショートフォールでもテイルリスクを排除できない例
ポートフォリオA ポートフォリオ B

損益額 確率 損益額 確率

2.95 50.000% 0.95 50.000%

−2.05 49.000% −0.05 49.000%

−47.05 1.000% −7.05 0.457%

−77.05 0.543%

表 1.3: ポートフォリオA・BのVaRと期待ショートフォール
ポートフォリオA ポートフォリオ B

VaR 47.05 7.05

期待ショートフォール 47.05 45.05

おり，こうした「破滅的」な損失を回避するのが望ましいと考えるならば，ポートフォリオ B

の方がリスクが大きいといえる．

ポートフォリオA，Bの 99%信頼水準のVaRと期待ショートフォールを計算すると，表 1.3

のようにVaR，期待ショートフォールの双方でポートフォリオAのリスクの方が高いと判断さ

れてしまう．これは，VaRと期待ショートフォールが損失額分布の裾の情報を必ずしも十分に

捉えていないことを示している．

(4) 代替策：n次下方部分モーメント

期待ショートフォールのテイルリスクを問題とするのであれば，さらに裾の情報を十分に捉え

るリスク指標が必要となる．こうしたリスク指標の 1つとしてn次下方部分モーメント（n ≥ 2）

を用いることができる．これは定義 1.4 で与えられる．

定義 1.4 (n次下方部分モーメント). n次下方部分モーメントは一定の閾値Kを超える損失額

の n次モーメントであり，以下のように定式化できる6．

LPMn,K(Z) = E[{max(Z −K, 0)}n] =
∫ ∞

K
(u−K)ndF (u) (1.6)

n次下方部分モーメント（n ≥ 2）は，損失額の n乗をとることで，低い確率で生じる大きな

損失に対して期待ショートフォールよりも大きなウエイトを与えるリスク指標となっている．

表 1.4 は，表 1.2のポートフォリオAとBについて，期待ショートフォールと 2次下方部分

モーメント（閾値K = 1）を計算したものである．期待ショートフォールでは，ポートフォリ

オAのリスクが高いと判断されているのに対し，2次下方部分モーメントでは破滅的な損失の

発生する可能性が比較的高いポートフォリオ Bのリスクが大きいと判断されることがわかる．

一般的に，下方部分モーメントでモーメントの次数を高くすることにより，低い確率で発生

する大幅な損失のウエイトが大きくなり，テイルリスクの発生がより抑えられる．
6F (·)は損失額分布の分布関数．
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表 1.4: ポートフォリオA・Bの期待ショートフォールと 2次下方部分モーメント
ポートフォリオA ポートフォリオ B

2次下方部分モーメント 21.75 31.56

期待ショートフォール 47.05 45.05

1.3.2 期待効用最大化原理との整合性

(1) 期待効用最大化原理との整合性とは何か

1.1 節でも述べたとおり，ファイナンスおよび経済学の理論では，不確実性下の意思決定を

分析する際，合理的な意思決定方法として「期待効用最大化原理」を前提とするのが一般的で

ある．期待効用最大化原理では，投資家はリスク回避的な効用関数を持ち，この効用の期待値

を最大化するように行動すると仮定する．

本節では，リスク指標が期待効用最大化原理と整合的な意思決定を導き出すかどうかを考察

した山井・吉羽 [2001c] の結果を簡単に紹介し，具体的にリスク指標が期待効用最大化原理と

整合的でない場合にどういった問題が生じうるかを例によって示すこととする．

山井・吉羽 [2001c]では，テイルリスクについて考察したときと同様に，確率優越の概念を

用いて，リスク指標と期待効用最大化原理との整合性を考察している．確率優越の概念を用い

ると，リスク回避性など効用関数の一般的な性質を利用し，効用関数を特定せずに異なる投資

機会に対し選好の順序付けを行える．このことから，Fishburn [1977]などの先行研究でも，リ

スク指標と期待効用最大化原理との整合性を分析する際に，確率優越の概念が用いられてきて

いる．山井・吉羽 [2001c] では，VaRと期待ショートフォールが期待効用最大化原理と整合的

となるための十分条件として，以下の条件を示している．

• VaRが期待効用最大化原理と整合的となる条件は，損失額が楕円分布に従うこと，また

は投資対象となるポートフォリオが 1次確率優越で比較可能であることである．

• 期待ショートフォールが期待効用最大化原理と整合的となる条件は，投資対象となるポー
トフォリオが 2次確率優越で比較可能であることである．

したがって，期待ショートフォールはVaRよりも幅広い条件で期待効用最大化原理と整合的

であることがわかる．

(2) VaRの期待効用最大化原理との不整合性

山井・吉羽 [2001a] は，VaRが一般的に期待効用最大化原理と整合的でなく，テイルリスク

を排除できないために，VaRに依存したリスク管理は合理的な意思決定を歪めてしまうことを

示した．ここでは，VaRが期待効用最大化原理と整合的でないために発生する問題の具体例と

して 山井・吉羽 [2001a]で取り上げた例を示す．

ある投資家が与信ポートフォリオへの投資配分を選択するとする．投資家は，集中化が進ん

だポートフォリオと分散化が進んだポートフォリオとの間で，リスク指標を一定に抑えつつ期

待効用を最大化するようポートフォリオ選択を行う．具体的には，投資総額 100を表 1.5で示

される 4種類の証券に投資するものとする．投資家の効用関数は対数型 u(W ) = lnW と仮定
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表 1.5: VaRがテイルリスクを持つ例：与信先の集中
組入れ債券数 クーポン デフォルト率 回収率

集中化ポートA 1 4.75% 4.00% 10%

集中化ポート B 1 0.75% 0.50% 10%

分散化ポート 100 5.50% 5.00% 10%

安全資産 1 0.25% 0.00% ―

し，信頼水準 95%の VaRや期待ショートフォールを一定という制約を置いて，期待効用を最

大化するように 4種類の証券の配分（ポートフォリオ）を決定する．なお，各証券のデフォル

トは互いに独立とする．

表 1.6は，(1)リスク指標による制約がない場合，(2)VaRによる制約がある場合，(3)期待

ショートフォールによる制約がある場合，の 3つについて期待効用を最大化する最適ポートフォ

リオを求めた結果である．リスク指標による制約がない場合とある場合とでポートフォリオ構

成がどう変化するかを比較する．VaRによる制約をおいた場合をみると，制約がない場合に

比べて集中化ポート Aへの投資が増加（7.4%→ 20.1%）していることがわかる．一方，期待

ショートフォールによる制約をおいた場合では，集中化ポートAとBへの投資が減少（7.4%→

4.9%）している．

損益額の累積確率分布の裾を示した図 1.1は，VaRによる制約をおくと，VaRを超える大規

模な損失が発生する可能性が増加するのに対して，期待ショートフォールによる制約をおくと，

大規模な損失発生が抑えられることがわかる．

この例は，期待効用を最大化する合理的な投資家にVaRによる制約を課すと，投資家に歪ん

だインセンティブが与えられ，大規模な損失が発生する可能性が増大するようなポートフォリ

オが組成されることを示している．

このような VaRによる歪んだインセンティブは，VaRの期待効用最大化原理との不整合と

テイルリスクの問題から発生している．VaRの期待効用最大化原理との不整合は，VaRで捉え

られたポートフォリオの「リスク」と，期待効用最大化原理で捉えられた「リスク」との間の

不整合につながる．したがって，VaRで表現される「リスク」と期待効用最大化原理で捉えら

れる「リスク」とは，矛盾してしまう可能性がある．さらに，VaRは一般的に裾に関する情報

を十分に織り込んでいないために，分布の裾に関するミスリーディングな情報を投資家に与え

てしまう．このため，VaRが減少しても，裾において大幅な損失が発生する可能性が増加する

場合が存在する．こうした VaRの 2つの問題点が重なることにより，VaRは合理的な意思決

定を歪めてしまうのである．

このようにVaRの導入によって大幅な損失が生じる可能性が増大するのは，小さな確率で大

幅な損失が生じるような資産が投資機会として存在する場合に起こりやすい（山井・吉羽 [2001a]

を参照）．こうした特徴を持つポートフォリオとしては，大口与信への集中が進んだ与信ポート

フォリオのほか，ファー・アウト・オブ・ザ・マネーのオプション7を含むポートフォリオや，デ

7現時点でオプションの権利を行使しても買い手に利益が発生しないオプションをアウト・オブ・ザ・マネー・
オプションという．特に，こうしたアウト・オブ・ザ・マネーのオプションの中で現在の原資産価格と権利行使価
格が非常に離れているオプションは，将来時点で買い手に利益が発生する可能性は低く，ファー・アウト・オブ・
ザー・マネー・オプションと呼ばれる．ファー・アウト・オブ・ザ・マネーのオプションでは，買い手に利益が発生
する確率が低いためオプション価格（プレミアム）も低い．トレーダーは，こうしたファー・アウト・オブ・ザ・
マネー・オプションを大量に売ることにより，大抵の場合は受入プレミアム分の利益が生じるが，小さい確率で大
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表 1.6: 与信先の集中：最適ポートフォリオ

制約なし VaRによる制約 期待ショートフォール

による制約

ポート構成 集中化ポートA 7.4% 20.1% 2.9%

集中化ポート B 0.0% 0.0% 2.0%

分散化ポート 92.6% 79.9% 95.1%

安全資産 0.0% 0.0% 0.0%

リスク指標 VaR 3.35 3.00 2.75

期待ショートフォール 5.26 14.35 3.50
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図 1.1: 与信先の集中：損益額分布
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フォルト事象の相関の高い与信ポートフォリオが挙げられる．また，Basak and Shapiro [2001]

は，投資家が株式と債券を連続時点で動的に取引を行う場合にも，こうした問題が一般的に発

生することを示している8．

1.3.3 劣加法性

(1) 劣加法性と凸性

定義 1.3の 4で定義された劣加法性は，全体のポジションのリスク量が個別ポジションのリ

スク量の和を下回ることを表している．直観的には，「リスク指標はポートフォリオ分散効果に

よるリスク削減効果を織り込むべきである」という要請を定式化したものと考えられる．

一方，リスク指標の凸性は以下のように定義される．

定義 1.5 (凸性). リスク指標 ρ(Z)が凸性を満たすとは，どのような損失額変数Z1，Z2に対し

ても，任意の 0 ≤ λ ≤ 1の定数 λに関して，ρ(λZ1 + (1 − λ)Z2) ≤ λρ(Z1) + (1 − λ)ρ(Z2) が

成立することである．

リスク指標の凸性で重要な点は，凸性が満たされる場合，そのリスク指標を用いたポートフォ

リオの最適化が比較的容易になることである．具体的には，目的関数および制約式が凸性を持つ

凸計画問題では，局所最適解が大域的最適解となるため，凸性を満たすリスク指標によるポー

トフォリオ最適化は局所最適解を求めることに帰着する．

ここで，劣加法性と凸性には密接な関係があることが知られている9．具体的には，定義 1.3

の 2で表される正の 1次同次性が成立していれば，劣加法性と凸性は同値となることが知られ

ている（証明は例えば 山井・吉羽 [2001c] を参照）．したがって，劣加法性と正の 1次同次性

を満たすリスク指標は凸性も満たし，ポートフォリオの最適化が容易となるという利点がある

ことがわかる．VaRや期待ショートフォールは正の 1次同次性を満たしているため，この 2つ

のリスク指標に関しては，劣加法性と凸性を同じものとして扱ってよいことになる．

(2) VaRが劣加法性を満たす十分条件（楕円型分布族）

VaRが劣加法性を満たす条件を説明する．まず，損失額が正規分布に従う場合は VaRは劣

加法性を満たす．これは，正規分布の下でVaRが損失額の標準偏差の定数倍であることと，標

準偏差が一般的に劣加法性を満たすことから自明である．Embrechts, McNeil and Straumann

[2001]は，これを一般化して，損失額が楕円型分布族の分布（以下，楕円分布）に従っている

場合，VaRが劣加法性を満たすことを示した10．楕円分布は，正規分布のほか，t分布，パレー

きな損失を被るポジションを組成できる．
8Basak and Shapiro [2001]のモデルでは，資産価格が対数正規分布（幾何ブラウン運動）に従うことが仮定さ

れているが，投資家が動的に取引を行うことで非線形のポートフォリオを構成し，正規分布に従わない損失額分布
を生成できることから，テイルリスクが発生する．簡単な解説は山井・吉羽 [2001a]を参照．

9劣加法性と期待効用最大化原理との整合性は，いずれも関数の凸性に関わっているという点で密接な関係がある
ように思われる．しかし，劣加法性と期待効用最大化原理との整合性は必ずしも同値の性質ではない．これらの同
値性の反例としては，損失額がパレート分布に従い裾指数が１以上である場合が挙げられる（Embrechts, McNeil

and Straumann [2001]の Example 7を参照）．
10楕円型分布族の（1変量）分布とは，確率密度関数 f(x)が，ある関数 ϕ(·)によって

f(x) =
1

σ
ϕ

(
(x− µ)2

σ2

)
と表される分布である．
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表 1.7: VaRが劣加法性を満たさない例
状態 確率 ポートフォリオ

A B A+B

1 98.0% 80 80 160

2 0.9% −20 −100 −120
3 0.2% −30 −30 −60
4 0.9% −100 −20 −120

ト分布等を含む．したがって，損失額が楕円分布に従っている場合には VaRは劣加法性を満

たす．

(3) VaRが劣加法性を満たさない例

しかし，損失額（損益額）が楕円分布に従わない場合は，VaRの劣加法性は一般的に保証さ

れない．ここでは，VaRが劣加法性を満たさない比較的簡単な例を示す．表 1.1で示したポー

トフォリオAに対応して表 1.7のようにポートフォリオ Bを加えて考える．

ポートフォリオAの 99%信頼水準のVaRは 30である．一方，ポートフォリオBでは，損失

の大きい方から考えると確率 0.9%で 100（状態 2），次に確率 0.2%で 30（状態 3）であるため，

99%信頼水準のVaRは 30である．ここで，ポートフォリオAとBを統合したポートフォリオ

A+Bを考える．統合ポートフォリオA+Bでは，確率 1.8%で 120（状態 2及び 4）の損失であ

るため，99%信頼水準のVaRは 120である．結局，

120 = V aR(A+B) > V aR(A) + V aR(B) = 30 + 30 = 60 (1.7)

となり，劣加法性は満たされない11．

この例は，人為的にみえるかもしれないが，大口与信やファー・アウト・オブ・ザ・マネーの

オプションを含むポートフォリオなど，実務上よくみられるようなポートフォリオでも，同様

にVaRが劣加法性を満たさない例を構成することができる（山井・吉羽 [2001a]ないしArtzner

et al. [1997, 1999] を参照）．

また，このようにVaRが一般的には劣加法性を満たさないことから，凸性も一般的に満たさ

ないことがわかる．したがって，このような場合には，VaRに基づくポートフォリオの最適化

も容易ではない．Mausser and Rosen [1998]では，シミュレーションによりリスク量を計測す

る場合のVaRの最適化を試みている．そこでは，一般的にVaRがポジション量に対して凸関

数ではないため，VaRに基づくポートフォリオ最適化が困難であることが示されている．

(4) 期待ショートフォールの劣加法性

期待ショートフォールは劣加法性を満たすことが知られている（Acerbi, Nordio and Sirtori

[2001]; Acerbi and Tasche [2002] を参照）12．
11この例からわかるように，2つの分布の裾（Aの状態 4，Bの状態 2）が重く，分布の依存関係が複雑（一方の

裾が状態 4，もう一方の裾が状態 2）な場合には，劣加法性を満たさないという状況が生じる．
12期待ショートフォールの定義，あるいは，そのベースとなる VaRの定義次第では，損失額分布が不連続な分布

の場合に期待ショートフォールの劣加法性が満たされないことがありうる．
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期待ショートフォールが劣加法性を満たすことの証明はAcerbi, Nordio and Sirtori [2001]が

簡明である．ここでは，連続分布の場合を示しておく．

xα ≡
1

α
E[X1{X≥V aRα(X)}] (1.8)

とすると，xαは損失額Xの期待ショートフォールを表す．2つのポートフォリオの損失額をそ

れぞれX，Y とし，新たに確率変数 Z = X + Y を考える．期待ショートフォールの劣加法性

を示すには，yα，zαを xαと同様に定義し，

zα ≤ xα + yα (1.9)

を証明すればよい．ここで，次の関係に注目する．{
1{Z≥V aRα(Z)} − 1{X≥V aRα(X)} ≤ 0 if X ≥ V aRα(X)

1{Z≥V aRα(Z)} − 1{X≥V aRα(X)} ≥ 0 if X < V aRα(X)
(1.10)

すなわち， (1{Z≥V aRα(Z)} − 1{X≥V aRα(X)})(X − V aRα(X)) ≤ 0 である．よって，

α(zα − xα − yα) = E[Z1{Z≥V aRα(Z)} −X1{X≥V aRα(X)} − Y 1{Y≥V aRα(Y )}]

= E[X(1{Z≥V aRα(Z)} − 1{X≥V aRα(X)}) + Y (1{Z≥V aRα(Z)} − 1{Y≥V aRα(Y )})]

≤ V aRα(X)E[(1{Z≥V aRα(Z)} − 1{X≥V aRα(X)})]

+ V aRα(Y )E[(1{Z≥V aRα(Z)} − 1{Y≥V aRα(Y )})]

= V aRα(X)(α− α) + V aRα(Y )(α− α) = 0

(1.11)

が成立し，期待ショートフォールの劣加法性は示される．

(5) 期待ショートフォールの凸性を利用したポートフォリオ最適化

期待ショートフォールは劣加法性を満たすうえ，定義より明らかに正の 1次同次性を満たす

ことから，期待ショートフォールは凸性をも満たす．したがって，期待ショートフォールに基

づくポートフォリオ最適化は比較的容易である．

Rockafellar and Uryasev [2000]は，期待ショートフォールの凸性を利用し，シミュレーショ

ンにより推定される期待ショートフォールを最小化するポートフォリオを探索する問題を考え

た．その結果，その最適ポートフォリオを求める問題は線形計画問題に帰着することを示した．

線形計画問題に対しては，伝統的なシンプレックス法や内点法など効率的なアルゴリズムが知

られており，そうしたアルゴリズムを実装したソフトも多数あるため，比較的容易に最適ポー

トフォリオを求められる．このアルゴリズムのポイントは，期待ショートフォールが，n資産

X1, . . . , Xnへの配分ベクトル（ポートフォリオ構成）を ωとして，

F (ω, β) = (1− α)β +

∫
· · ·
∫

(

n∑
i=1

Xiωi − β)+p(X1, X2, . . . , Xn)dX1dX2 · · · dXn (1.12)

を最小化する問題に帰着するという点である13（簡単な解説は山井・吉羽 [2001b]を参照）．最

小化されたときの β が VaRを，ωが最適ポートフォリオ構成を示していることになる．ここ

13(·)+ ≡ max(·, 0)である．
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で，αは信頼水準であり，p(X1, X2, . . . , Xn)は各資産価格がX1, . . . , Xnという値をとる確率

を示す確率密度関数である．(1.12)式の積分は，モンテカルロ法でその確率密度に従った乱数

を発生させたうえで，平均をとることに他ならない．したがって，(1.12)式は発生させた乱数

の線形和となり，線形計画問題に帰着する14．ただし，期待ショートフォールを厳密に求めよ

うとすると多くの乱数を発生させる必要があるため，その分だけ線形計画問題の変数の数や次

元が増えていくことになり，問題が解きにくくなることには注意が必要である．

1.3.4 VaRと期待ショートフォールの推計値の安定性

これまでの VaRと期待ショートフォールとの比較分析では，期待ショートフォールの方が

VaRよりも優れた性質を持つとの結果が得られた．しかし，概念的に優れたリスク指標であって

も，その推計が困難であれば実務に応用することは容易ではない．そこで，山井・吉羽 [2001b]

は，期待ショートフォールとVaRとでいずれの推計誤差が大きくなるかをシミュレーションに

より評価した．その結果，損失額分布の裾が重いとVaRの推計誤差よりも期待ショートフォー

ルの推計誤差が大きくなってしまうことが示された．

本小節では，VaRおよび期待ショートフォールの推計誤差の統計的性質について簡単に述べ

た後，山井・吉羽 [2001b]でのシミュレーションによる誤差の評価結果を示す．

(1) VaRと期待ショートフォールの推計誤差の統計的性質

まず，VaRの推計誤差は漸近的に正規分布に従い，その漸近的標準偏差には簡明な解析解

があることが知られている．N 回のシミュレーションで得た 100(1 − α)%信頼水準の VaRの

推計値は漸近的に正規分布に従い，その標準偏差は次式で表される（Stuart and Ord [1994],

pp.356–358を参照）．

σV aRα(X) =
1

f(V aRα(X))

√
α(1− α)

N
, (1.13)

ただし，f(x)は損失額分布の確率密度関数である．

一方，期待ショートフォールの場合，推計値が確率 1で真値に収束することは知られている

が (Acerbi and Tasche [2002], Proposition 3.1），その誤差の漸近的性質は知られていない．そ

こで，山井・吉羽 [2001b]は，シミュレーションによりVaRと期待ショートフォールの推計誤

差を比較評価した．

(2) シミュレーションによる推計誤差の評価

山井・吉羽 [2001b]では，損失額分布として裾が非常に重いものを考え，裾の重さの変化に

よって VaRと期待ショートフォールの推計値の誤差がどの程度異なってくるかをシミュレー

ションによって考察した．ここでは，裾の重い損失額分布として対称安定分布を仮定した．対

称安定分布とは，確率変数 Z の特性関数が，

E[eiθZ ] = exp

{
−
(

1√
2

)α̃

|θ|α̃
}

(1.14)

14このアルゴリズムに基づき具体的な計算を行っている文献としては，Andersson et al. [2001]を参照．
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表 1.8: 対称安定分布での VaR（上段）の推計値と期待ショートフォール（下段）の推計値の

相対標準偏差

α̃
推計値の 推計値の 相対標準偏差 推計値の信頼区間

平均値 (a) 標準偏差 (b) (c)=(b)/(a) (95%)

2.0
2.30 0.12 0.05 [ 2.09, 2.54]

2.62 0.14 0.05 [ 2.36, 2.90]

1.9
2.57 0.20 0.08 [ 2.25, 3.03]

3.94 3.68 0.93 [ 2.70, 7.02]

1.5
5.41 1.08 0.20 [ 3.81, 8.00]

15.16 89.50 5.91 [ 6.31, 37.93]

1.1
15.53 4.63 0.30 [ 9.09, 26.85]

181.77 8,653.26 47.61 [19.63, 351.63]

で与えられるものであり，α̃ = 2で正規分布，α̃ = 1でコーシー分布となる．つまり，α̃を 2

から 1に近づけることにより，分布の裾を重くすることができる．誤差の評価は，VaRと期待

ショートフォールの水準の差を調整するために，相対標準偏差（=標準偏差 /期待値）で行った．

αの変化に応じてVaRや期待ショートフォールの推計値の相対標準偏差（及び推計値の 95%信

頼区間）がどのように変化するかをシミュレーションによって求めた結果が表 1.8である15（よ

り詳細な結果は山井・吉羽 [2001b]を参照）．表 1.8では上段がVaRの結果，下段が期待ショー

トフォールの結果である．

表 1.8より，極めて裾が重い場合（α̃ = 1.1）には，相対標準偏差はVaRに比して期待ショー

トフォールでは 160倍（47.61/0.30 ≃ 160）となる．このように損失額分布の裾が非常に重い

場合は，期待ショートフォールを正確に求めることは困難になる．したがって，期待ショート

フォールの推計においてある小さな誤差しか許容できない場合には，VaRを推計する場合より

もサンプルサイズを大きくし，推計値の誤差を小さくするようにしなくてはならない．これは

実務的には大きなコストと考えられる．

これを実務への応用を念頭に置いて考えると，実務で扱われるポートフォリオで損失額分布

の裾がどの程度の重さになりうるか，また，それが期待ショートフォールの推定誤差にどの程

度影響を与えるかが問題となる．実務で扱われる全てのポートフォリオの損失額分布を先見的

に知ることはできないため，これを一般的に評価することはできない．しかし，金融実務で損

失額分布の裾が重くなるようなポートフォリオを想定し，そのポートフォリオの誤差を評価し

て実務上の一定のインプリケーションを得ることは可能である．山井・吉羽 [2001b]では，こ

うした裾の重い損失額分布を持つ典型的なポートフォリオとして，ファー・アウト・オブ・ザ・

マネー・オプションを含むポートフォリオと与信集中の進んだ与信ポートフォリオを取り上げ，

シミュレーションによりVaRと期待ショートフォールの誤差の評価を行った．その結果，期待

ショートフォールの相対標準偏差は VaRの相対標準偏差の 1.5倍程度であった．この例から，

実務で取り扱う典型的なポートフォリオでは，期待ショートフォールの推定誤差はVaRのそれ

の数倍程度になりうると考えられる．

15安定分布に従う乱数の生成は Chambers, Mallows and Stuck [1976]が示した Fortranのコードを Cのコード
に直して行った．
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1.4 多変量極値理論を用いたVaRと期待ショートフォールのテイルリ

スク

本節では，多変量極値理論（multivariate extreme value theory），特に超過値の確率的性質に

ついて述べたPOT法（peaks-over-threshold method）に基づいてVaRと期待ショートフォー

ルのテイルリスクについて理論的な分析と為替相場変動を用いた実証分析を行う．

なお，本節では 2変量極値理論を利用するため，多変量極値理論の説明は 2変量で行う．た

だし，3変量以上の場合も基本的な考え方は 2変量の場合と同じである．

1.4.1 単変量極値理論を用いた理論分析

多変量の分析を行うが，まず各変量の単変量の分析から始める．ここでは，単変量での極値

理論とそれに基づくVaRと期待ショートフォールのテイルリスクをまとめる．

(1) 単変量極値理論

まず，単変量の超過値の確率的性質を説明する．Z を確率変数，F を Z の分布関数とする．

閾値を θ（θ > 0）としたときの Z の超過値をmθ(Z) = max(Z, θ)と定義する．Z が θを超え

る確率を pとすると，p = 1 − F (θ)が成り立つ．θを超えるという条件下で，（Z − θ）の分布
関数（ここでは「超過分布関数」と呼ぶ）Fθは以下で表される．

Fθ(x) = Pr{Z − θ ≤ x |Z > θ} = F (x)− F (θ)
1− F (θ)

, θ ≤ x (1.15)

一般に超過分布関数は分布関数F が特定されない限り定まらないが，以下のPickands-Balkema-

de Haanの定理により，θが大きくなればこの超過分布関数は一般化パレート分布（Gξ,σ）に

収束することが知られている16,17．

Gξ,σ(x) = 1− (1 + ξ · x
σ
)−1/ξ, x ≥ 0 (1.16)

したがって，θが十分大きいときには，Z > θのときの Z，つまり超過値mθ(Z)の分布 Fm(x)

は以下で近似することができる．本節では，分布 Fm(x)を「超過値分布」と呼ぶことにする．

Fm(x) ≈ (1− F (θ))Gξ,σ(x− θ) + F (θ) = 1− p(1 + ξ · x− θ
σ

)−1/ξ, x ≥ θ (1.17)

この分布で，裾指数 ξは分布の裾の厚さを表し，ξが大きいほど分布の裾は厚い（図 1.2を参

照）．また，尺度パラメータ σは分布の散らばり度合いを表し，σが大きいほど分布の散らば

り度合いが大きい（図 1.3を参照）．

16この定理の詳しい説明は Coles [2001]; 森本 [2000]を参照．
17ここでは，ξ ̸= 0として議論を進める．
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図 1.2: 裾指数の変化に対する超過値分布の分布関数の変化

備考: 超過値の割合を p = 0.1，閾値を θ = 0，尺度パラメータを σ = 1に設定．
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図 1.3: 尺度パラメータの変化に対する超過値分布の分布関数の変化

備考: 超過値の割合を p = 0.1，閾値を θ = 0，裾指数を ξ = 0.25に設定．
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図 1.4: 超過値の分布の数値例

備考: 超過値の割合を p1 = p2 = 0.1 ，閾値を θ1 = θ2 = 0.5に設定．

(2) 単変量でのテイルリスクの分析

ここでは，単変量の超過値分布を使ってVaRのテイルリスクの有無を調べる．具体的には，

「一定の閾値を超える単変量の超過値は，漸近的に一般化パレート分布を変形した超過値分布

に従う」との極値理論に基づいて，市場ストレス時の損失額分布が超過値分布に従うとの前提

に立って議論を進める．

ここでは，2つの資産の VaRを (1.17)式の超過値分布を用いて算出した場合，VaRにテイ

ルリスクが発生するかどうかを考察する．この分析では，単変量の確率変数であるVaRを比較

するため，単変量極値理論の枠組みを用いる．

まず，(1.17)式の超過値分布から算出されるVaRにテイルリスクが発生する数値例を与えよ

う．2つの証券があり，それぞれの損失額がZ1，Z2で与えられ，それぞれ以下で表される超過

値分布に従っているとする．

Fm(Z1)(x) = 1− p1(1 + ξ1 ·
x− θ1
σ1

)−1/ξ1 (1.18)

Fm(Z2)(x) = 1− p2(1 + ξ2 ·
x− θ2
σ2

)−1/ξ2 (1.19)

ここで，超過値の割合 p1 = p2 = 0.1，閾値 θ1 = θ2 = 0.05，裾指数 ξ1 = 0.1，ξ2 = 0.5，尺度

パラメータ σ1 = 0.05，σ2 = 0.035とする．図 1.4は，このパラメータ値のもとで超過値の分布

関数をプロットしたものである．

図 1.4からは，VaRにテイルリスクが発生していることがわかる．まず，Z2の方が裾指数が

大きいため Z1よりも裾の厚い分布となっている．つまり，Z2の方が大幅な損失が発生する可

能性が高い．しかし，信頼水準 95%のVaRはZ1がZ2より大きく，裾の厚い分布を持つZ2の

方のリスクが小さいと判断される．ここでも，VaRの信頼水準の外側で分布関数が交差する形

でVaRのテイルリスクが発生している．
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一般に，超過値分布の前提のもとでは，テイルリスクが発生する条件を不等式として簡便に

表すことができる．まず，McNeil [2000]に倣い，超過値分布 (1.17)式からVaRと期待ショー

トフォールを算出する．損失額Zの信頼水準 (1−α)のVaRを V aRα(Z)とすると，VaRは損

失額分布の (1− α)分位点であるから，これらを (1.17)式に代入して以下を得る．

1− α ≈ 1− p(1 + ξ · V aRα(Z)− θ
σ

)−1/ξ (1.20)

これより，VaRは以下で表される．

V aRα(Z) ≈ θ +
σ

ξ

(( p
α

)ξ
− 1

)
(1.21)

さらに，信頼水準 (1− α)の期待ショートフォールをESα(Z)とすると，

ESα(Z) = E [Z |Z ≥ V aRα(Z) ]

= V aRα(Z) + E [(Z − θ)− (V aRα(Z)− θ) |Z − θ ≥ V aRα(Z)− θ ]

= V aRα(Z) +
σ + ξ · (V aRα(Z)− θ)

1− ξ

=
σ − ξθ
1− ξ

+
V aRα(Z)

1− ξ
≈ θ + σ

1− ξ

{
1 +

1

ξ

(( p
α

)ξ
− 1

)} (1.22)

となる18．

ここで，(1.18)，(1.19)式で表されるZ1，Z2にテイルリスクが発生するための条件を考える．

まず，Z2の方が Z1よりも裾が厚い，つまり ξ2 > ξ1と仮定する．信頼水準 (1− α)のVaRに

テイルリスクが生じる場合は，裾の厚い Z2のVaRが Z1のVaRを下回るため，以下の不等式

が成立する．

V aRα(Z1) > V aRα(Z2). (1.23)

簡単のために，θ1 = θ2，p1 = p2 = pとして (1.21)式の結果を代入して解くと以下を得る．

σ1
σ2

> κ̄V aR, ただし， κ̄V aR =
ξ1
ξ2

(
(p/α)ξ2 − 1

(p/α)ξ1 − 1

)
(1.24)

山井・吉羽 [2002b]では，超過値の割合を p = 0.1, 0.05として，(1.24)式を用いて，κ̄V aRの

値を信頼水準 95%と 99%のVaRについて計算し表にしている．

一方，信頼水準 (1− α)の期待ショートフォールにテイルリスクが発生する場合とは，裾の
厚い方の期待ショートフォールが他方のそれを下回る場合である．

ESα(Z1) > ESα(Z2) (1.25)

簡単のために，θ1 = θ2，p1 = p2 = pとして (1.21)式の結果を代入して解くと以下を得る．

σ1
σ2

> κ̄ES ただし，̄κES =
1− ξ1
1− ξ2

(
1 + ((p/α)ξ2 − 1)/ξ2
1 + ((p/α)ξ1 − 1)/ξ1

)
(1.26)

山井・吉羽 [2002b]では，超過値の割合を p = 0.1, 0.05として，(1.26)式の κ̄ES の値を信

頼水準 99%の期待ショートフォールで計算した表を掲載している．これらの表を比較し，期待

ショートフォールにテイルリスクが発生する条件が，VaRにテイルリスクが発生する条件より
183つ目の等号は，Embrechts, Klüppelberg and Mikosch [1997]の Theorem 3.4.13, (e)に基づく．
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も厳しいことを示している．つまり，期待ショートフォールではVaRに比べてテイルリスクが

発生し難いという指摘（山井・吉羽 [2001c]）を改めて確認することができる．

以上の結果から，一般化パレート分布のもとで単変量の損失額分布を比較する場合は，パラ

メータの値の組合せによっては，VaR，期待ショートフォールともに裾における大幅な損失の

発生の確率を見誤る可能性があることが示された．

1.4.2 多変量極値理論を用いた理論分析

(1) 多変量極値理論

ここではまず多変量極値理論の概要を整理する19．まず，「2変量の確率変数の超過値」を定

義する．これは，2つの確率変数をZ = (Z1, Z2)，閾値を θ = (θ1, θ2)として次式で定義される

値である．

m(θ1,θ2)(Z1, Z2) = (max(Z1, θ1),max(Z2, θ2)) (1.27)

Ledford and Tawn [1996]は，この超過値のコピュラ（copula）が20，閾値を大きくすると，次

式で与えられるコピュラに収束することを示した（解説は 1.A節を参照）．

C(u1, u2) = exp{−V (− 1

lnu1
,− 1

lnu2
)} (1.28)

ただし，V (z1, z2) =
∫ 1
0 max{sz−1

1 , (1− s)z−1
2 }dH(s)であり，H は [0, 1]上の非負の測度で∫ 1

0
sdH(s) =

∫ 1

0
(1− s)dH(s) = 1 (1.29)

を満たす．以下では，Heffernan [2000]に倣い，このコピュラを「2変量極値コピュラ（bivariate

extreme value copula）」あるいは「極値コピュラ」と呼ぶこととする21．

一方，2変量の超過値の周辺分布は，単変量の超過値における結果から，超過値分布に収束

する．したがって，2変量の超過値は，周辺分布が超過値分布，コピュラが極値コピュラで表

される 2変量分布に収束する．

なお，超過値の分布が特定の分布（一般化パレート分布）に収束することが示されている単

変量の場合と違い，多変量では超過値の分布が特定の分布に収束することは保証されていない．

したがって，極値コピュラの条件を満たすコピュラは無数に存在し22，その中から適当なコピュ

ラを選択する必要がある．

こうした極値コピュラの中で，統計学や金融への応用研究で最も標準的に利用されているの

が次式で表されるガンベルコピュラ（Gumbel copula）である（Gumbel [1960]; Tawn [1988];

Embrechts, McNeil and Straumann [2001]; McNeil [2000]; Longin and Solnik [2001]）．

C(u1, u2) = exp{−[(− lnu1)
γ + (− lnu2)

γ ]1/γ} (1.30)
19多変量極値理論のより詳細な説明は，Coles [2001] Ch.8; Kotz and Nadarajah [2000] Ch.3; McNeil [2000];

Resnick [1987] Ch.5などを参照．
20コピュラとは，周辺分布から同時分布を構成する関数を指す．すなわち，2 変量の同時分布関数 F (x1, x2)を

考える際，各変量の周辺分布関数を F1(x1), F2(x2) とするとき，C(F1(x1), F2(x2)) = F (x1, x2) で表される関数
C(·)がコピュラである．詳細は第 2章を参照．

21極値コピュラは，任意の t > 0に対して，C(ut
1, u

t
2) = Ct(u1, u2)を満たすコピュラとしても特徴付けられる

（Joe [1997]; 塚原 [2008]を参照）．
22これまでに提唱されたガンベルコピュラ以外の極値コピュラの詳細は，例えば Joe [1997]; Kotz and Nadarajah

[2000]を参照．
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このとき，(1.28)式中の関数 V は以下の形となる．

V (z1, z2) = (z−γ
1 + z−γ

2 )1/γ (1.31)

このガンベルコピュラの主たる長所としては，(1)各周辺分布が，独立であるケース（γ = 1）

と完全に依存しているケース（γ = ∞）を包含していること，(2)単一のパラメータ γで依存

関係を表すことができることの 2つが挙げられる（Longin and Solnik [2001]）．また，コピュ

ラの式がわかりやすい形で表されているため，最尤推計やシミュレーション上の扱いやすいと

いう特徴がある．そこで本節の分析でも，こうした扱いやすさなどから，極値コピュラとして

ガンベルコピュラを採用して分析を行う．なお，以下本節では，(1.30)式における γを「ガン

ベルコピュラの依存パラメータ」と呼ぶ．

(2) 裾における依存関係

複数の極値の依存関係を分析する際に重要な概念となるのは，分布の裾における漸近的な依

存関係である．ここでは，この漸近的な依存関係を説明する．まず，2つの同じ周辺分布 F に

従う確率変数 (Z1, Z2)について，以下の指標 χを定義する．

χ ≡ lim
z→z+

Pr{Z1 > z |Z2 > z } (1.32)

ただし，z+は F の右端とする．

χは，一方の値が大きいときに他方の値も大きくなる確率の漸近的な値であり，分布の裾

で 2つの確率変数が依存している度合いを表している．χ = 0のときは，(Z1, Z2)は「漸近独

立（asymptotically independent）」と呼ばれる．一方，χ > 0のとき，(Z1, Z2)は「漸近従属

（asymptotically dependent）」と呼ばれる．

χは，(Z1, Z2)が異なる周辺分布 FZ1，FZ2 を持つときも次式で定義できる．

χ ≡ lim
u→1

Pr{FZ1(Z1) > u |FZ2(Z2) > u} (1.33)

さらに，

χ(u) ≡ 2− ln Pr{FZ1(Z1) < u,FZ2(Z2) < u}
ln Pr{FZ1(Z1) < u}

, for 0 ≤ u ≤ 1 (1.34)

と定義すると，χ = lim
u→1

χ(u)という関係があることが示される（Coles, Heffernan and Tawn

[1999]）．

ここで 2つの確率変数の依存関係が極値コピュラで表される場合は，以下のように χ(u)は

定数となる．

χ(u) = χ = 2− V (1, 1) (1.35)

しかし，実証分析からは，指標 χだけでは，実際の極値データの挙動を十分に表現できない

との問題提起がなされている（Ledford and Tawn [1996, 1997]; Coles, Heffernan and Tawn

[1999]）．これらの研究結果によると，超過値や最大値の依存関係を分析すると，漸近的には

（裾の端では）独立（χ = 0）である一方，裾の途中では依存関係がある（u < 1で χ(u) > 0）

というケースが存在する．この場合，(1.35)式のように χ(u)が uの値に拘わらず定数となる極

値コピュラでは，独立の度合い（依存の度合い）がわからないという意味で，依存関係が必ず

しも十分には表現されないことになるため，これを用いて極値の推計を行うと分位点などの評

価を誤る可能性がある．

25



こうした問題意識から，Coles, Heffernan and Tawn [1999]は，確率変数の依存関係を表す

もう１つの指標として，次式で表される指標 χ̄を提唱した．

χ̄ ≡ lim
u→1

χ̄(u) (1.36)

ただし，

χ̄(u) ≡ 2 lnPr{FZ1(Z1) > u}
ln Pr{FZ1(Z1) > u,FZ2(Z2) > u}

− 1 (1.37)

である．

χ̄は，確率変数が漸近従属している場合は χ̄ = 1，漸近独立の場合は −1 < χ̄ < 1となる性

質を持っている．また，確率変数が互いに独立である場合は χ̄ = 0となる．

2つの指標（χ, χ̄）を同時に用いれば多様な依存関係を表現することができる（表 1.9を参

照）．例えば，上述のように漸近独立の場合は χ = 0となり，χのみでは独立の度合い（依存

度合い）を表現できないが，χ̄の値（漸近独立の場合は−1 < χ̄ < 1の範囲の値をとる）で依

存度合いを表現することができる．また，漸近従属している場合は χ̄ = 1となるため，χ̄のみ

では依存関係を表現できないが，χの値（漸近従属している場合は 0 < χ ≤ 1の範囲の値をと

る）で依存度合いを表現することができる．

なお，ガンベルコピュラでは，χ = 2− 21/γ (γ ≥ 1)，χ̄ = 1という関係が成立する（表 1.10

を参照）．

表 1.9: 漸近従属と χ，χ̄の関係
独立 漸近独立 漸近従属

χ χ = 0 χ = 0 0 < χ ≤ 1

χ̄ χ̄ = 0 −1 < χ̄ < 1 χ̄ = 1

極値コピュラで表現可 極値コピュラで表現不可 極値コピュラで表現可

備考: 独立ならば χ̄ = 0であるが，逆は必ずしも正しくない．

(3) 本節で用いるコピュラとその性質

Ledford and Tawn [1996, 1997]; Heffernan [2000]は，極値コピュラでは実際の統計データの

依存関係を十分に表現できない場合があるため，漸近独立なコピュラを用いることが実務的に

は有用であると指摘している．

Heffernan [2000]は，こうした漸近独立のコピュラを多数挙げている．本節では，このうち

以下の 2つのコピュラを用いて分析を行う．

正規コピュラ：

C(u, v) = Φρ(Φ
−1(u),Φ−1(v)) (1.38)

ただし，Φρ(·)は相関係数 ρの 2変量標準正規分布の分布関数，Φ−1(·)は単変量標
準正規分布の分布関数の逆関数．

フランクコピュラ：

C(u, v) = −1

δ
ln

(
1− e−δ − (1− e−δu)(1− e−δv)

1− e−δ

)
(1.39)
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このうち，正規コピュラ（−1 < ρ < 1）は，χ = 0（漸近独立なコピュラ）であり，また χ̄ = ρ

であるため，ρによって依存関係を表現することができる．

一方，フランクコピュラの場合は，χ = χ̄ = 0であるため，正規コピュラよりも独立度合い

が高い裾の依存関係を表現できる23．

なお，本節では (1.38)式の ρを「正規コピュラの依存パラメータ」，(1.39)式の δを「フラ

ンクコピュラの依存パラメータ」と呼ぶ．

本節で用いる 2変量コピュラの性質をまとめると，表 1.10のようになる．

表 1.10: 本節で用いる 2変量コピュラの性質
C(u, v) 依存関係 χ χ̄

ガンベル exp{−((− lnu)γ + (− ln v)γ)1/γ} γ = 1で独立

γ =∞で完全従属
2− 21/γ

(γ ≥ 1)

1

正規 Φρ(Φ
−1(u),Φ−1(v))

ρ = 0で独立

ρ = ±1で完全従属
0

(ρ ̸= 1)

ρ

フランク −1
δ ln

(
1−e−δ−(1−e−δu)(1−e−δv)

1−e−δ

)
δ = 0で独立

δ = ±∞で完全従属
0 0

(4) 2変量でのテイルリスクの分析

ここでは，2変量極値分布のもとでVaRと期待ショートフォールのテイルリスクを調べる．具

体的には，2つの証券からなるポートフォリオのリスクを測る際に，VaRと期待ショートフォー

ルが 2証券の損失額の依存関係を的確に捉えられるかを考察する．

リスク指標がリスクファクター間の相関の上昇を的確に織り込めないと，それは深刻なテイ

ルリスクの問題につながる可能性がある．この点について，ここで紹介した多変量極値分布の

もとでも発生するかを調べる．つまり，損失額の超過値が一般化パレート分布に従い，コピュ

ラが極値コピュラなどで表される場合，ポートフォリオの損失額の依存関係の変化をVaRと期

待ショートフォールが適切に捉えられるかどうかを調べる．

ただし，(1)の多変量の超過値に関する分析をそのままポートフォリオのリスク量算出に用

いることはできない．単変量の場合は，超過値の分位点は元の確率変数の分位点に一致するた

め，超過値分布のみから直接VaRを求めることができた．しかし，2変量の場合は，「超過値の

和」は必ずしも「和の超過値」に一致しないため，超過値分布のみだけではVaRを求めること

はできない24,25．すなわち，確率変数の和の分位点を正確に計算するためには，ある閾値を超

えた部分の分布をモデル化するだけでなく，閾値以下の部分の分布も考える必要がある．

損失額の周辺分布が，閾値を超えた部分は (1.17)式の超過値分布に，閾値を超えない部分は

標準正規分布にそれぞれ従うと仮定する．具体的には，超過値の割合を pとして，周辺分布の
23裾における依存関係の数学的な定義などの詳細な議論，および各コピュラの χ，χ̄の導出は Ledford and Tawn

[1996, 1997]; Coles, Heffernan and Tawn [1999]; Heffernan [2000]を参照．
24この問題は，多変量の最大値を多変量の一般化極値分布（generalized extreme value distribution）でモデル

化した場合にも生じる． なお，Hauksson et al. [2001]; Bouyé [2002]は，多変量の一般化極値分布を用いてポー
トフォリオの VaRあるいは期待ショートフォールを算出する方法を提唱しているが，ここで指摘した問題点に対
する具体的な対応方法に関する記述はない．

25超過値の和の分位点と元の確率変数の和の分位点が一致する例外的なケースとして，確率変数が完全従属して
いる場合がある．
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分布関数は以下で表されるとする．

F (x) =

Φ(x), x < Φ−1(1− p)

1− p
(
1 + ξ x−Φ−1(1−p)

σ

)−1/ξ
, x ≥ Φ−1(1− p)

(1.40)

ただし，Φ(·) は標準正規分布の分布関数であり，Φ−1(·)は標準正規分布の分布関数の逆関数で
ある．

閾値を超えない部分の周辺分布としては，データから生成された経験分布，あるいは t分布

などとすることも考えられるが26，ここでは閾値を超えない部分は通常時の市場価格変動に相

当すると考え正規分布を仮定する．

ここでは，(1.40)式の周辺分布を前提として，依存関係の相違をコピュラの種類の相違で表

現したうえで，VaRと期待ショートフォールが依存関係の変化を的確に捉えられるか否かをシ

ミュレーション27を通じて調べる28．

なお，確率変数の依存関係が VaRとテイルリスクの性質に与える影響をみるため，2つの

確率変数が同じ周辺分布に従うものと仮定して議論を行う29．また，ここでの分析は裾指数が

0 < ξ < 1の場合に限定して分析する．

(1.40)式で表される同一の周辺分布に従う 2つの確率変数が，ガンベル，正規，フランクの 3

種類のコピュラで表現される依存構造を持つという 3つの場合を仮定し，各々VaRと期待ショー

トフォールを計算して比較する．

各コピュラのパラメータは，スピアマン（Spearman）のロー（ρS）が一致するように設定

した30．ここで，スピアマンのローとは，2変量確率変数の依存関係を表す指標で，いわゆる

「順位相関」の一種である．具体的には，確率変数を周辺分布関数で変換した値の線形相関と

して，次式で定義される．

ρS(Z1, Z2) ≡
cov(FZ1(Z1), FZ2(Z2))√
var[FZ1(Z1)]var[FZ2(Z2)]

(1.41)

このスピアマンのローは，分布の裾における依存関係のみを表す χ，χ̄とは異なり，分布全体

の依存関係を 1つの数値として表現するものである31．図 1.5(a)は，ξ = 0.5, σ = 1, ρS =

0.5, p = 0.1として，ガンベル，正規，フランクの各コピュラのもとで，各 100万回のシミュレー

ションにより生成した和の分布のうち累積確率 99.5%以上の部分をプロットしたものである．

まず，相対的に漸近的な依存関係が強い（χ > 0, χ̄ = 1）ガンベルコピュラの裾が最も厚く，

相対的に依存度合いの小さい（χ = 0, χ̄ = 0）フランクコピュラの裾が最も薄い32．つまり，各

コピュラを用いてリスクを計測すると，フランクコピュラのリスクが最も小さく，ガンベルコ
26分布全体が (1.16)式で表される一般化パレート分布に従うと仮定することも考えられる．このときは，正則変

動する分布関数に関する畳込みの定理を用いて，完全従属の場合と独立の場合を比較するという形で，VaRが依存
関係の変化を捉えられるかどうかを解析的に分析することができる．この詳細は 1.B節を参照．

27本節のシミュレーションでは，一様乱数の生成にメルセンヌツイスターを，一様乱数の正規乱数への変換に
Box-Müller法を用いた．各コピュラに従う乱数の生成方法については第 2章を参照．

28山井・吉羽 [2002b]では，依存関係に特定のコピュラ（ガンベル，正規，フランク）を仮定したうえで，各コ
ピュラの依存パラメータの水準の相違に伴うリスク指標の挙動についても議論している．

29山井・吉羽 [2002b]では，周辺分布が異なる場合についても議論を行っている．
30各コピュラのパラメータは，Joe [1997]が計算した値（p.147, Table 5.2）を用いた．
31スピアマンのローと周辺分布から同時分布が一意に定まるわけではないため，スピアマンのローは依存関係を

完全に表すものではない．特に，χや χ̄が表現している漸近的な依存関係は表現できない．しかし，分布全体の依
存関係を表現する単一の指標としては比較的優れた指標である（Embrechts, McNeil and Straumann [2001]を参
照）．

32各コピュラの χと χ̄は表 1.10を参照．
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図 1.5: ガンベル，正規，フランク・コピュラのもとでの経験分布

備考: 周辺分布のパラメータを ξ = 0.5, σ = 1, p = 0.1に設定し，100万回のシミュレー
ションにより経験分布を生成．コピュラのパラメータはスピアマンのローが ρS = 0.5

となるように設定．
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ピュラのリスクが最も大きいという順序付けになる．仮に，VaRあるいは期待ショートフォー

ルでリスクを計測した際に，これとは異なる順序付けがなされるとすると，リスク指標にテイ

ルリスクが発生していることになる．図 1.5(b)は，上記の経験分布のうち累積確率 95～98%の

部分をプロットしたものである．これから，信頼水準 95%のVaRは，ガンベル，正規，フラン

クのコピュラの順に大きくなっており33，VaRにテイルリスクが発生していることがわかる．

表 1.11は，図 1.5の設定のうち，周辺分布の裾指数を ξ =0.1, 0.25, 0.5, 0.75，スピアマンの

ローを ρS =0.2, 0.5, 0.8とし，各コピュラのもとで各 100万回のシミュレーションによりVaR

と期待ショートフォールを算出した結果である．まず，スピアマンのローが同じであっても，コ

ピュラの種類によって，リスク指標の値が大きく変わることがわかる．これは，漸近従属関係

の有無や関係の強さが，リスクの水準に影響を与えることを意味している．

また，裾が厚く，スピアマンのローが大きい場合には，95%信頼水準のVaRにテイルリスク

が発生していることがわかる．例えば，ξ = 0.5，ρS = 0.8の信頼水準 95%のVaRを比較する

と，ガンベル，正規，フランクのコピュラの順に大きくなっている．つまり，裾が薄く大幅な

損失が発生する可能性の最も低いフランクコピュラのリスク（VaR）が最も大きいと判断され

ることになる．

さらに，表 1.11からは，信頼水準 95%のVaRでは各変量の周辺分布の裾の厚さが ξ = 0.25

以上でテイルリスクが発生しているが，信頼水準 99%および 99.9%の VaRでは ξ = 0.75と分

布の裾が極めて厚い場合を除けばテイルリスクは発生していないことがわかる．

また，期待ショートフォールでは，いずれの信頼水準でも，ξ = 0.75と分布の裾が極めて厚い

場合を除けばテイルリスクは発生しない．この結果から，期待ショートフォールは，VaRに比

べて，より幅広い条件でテイルリスクのないリスク指標であるという結論（山井・吉羽 [2001c]）

を確認できる．

1.4.3 為替相場変動を用いた実証分析

ここまでで，単変量および多変量極値分布のもとで，VaRと期待ショートフォールのテイル

リスクを考察し，以下の結論を得た．

1. 単変量分布では，裾指数の異なる分布を比較した場合に，VaRと期待ショートフォール

にテイルリスクが発生する可能性がある．このテイルリスクが発生する条件は，簡単な

解析式で表すことができる．

2. 周辺分布の裾が厚い場合，VaRと期待ショートフォールは，漸近従属度合いの相違（コ

ピュラの相違）に伴うリスクプロファイルの相違を的確に捉えられず，テイルリスクが発

生することがある．

そこで，本小節では実際の市場データを用いた実証分析によって，VaRのテイルリスクが顕著

となる状況が実際に発生しうるか分析する．具体的には，次の 2点を考察する．

1. 市場データの周辺分布に，VaRにテイルリスクが発生するほどの裾の厚さの違いがあるか．

33ここでの VaR算出の対象は原資産のみからなるポートフォリオである．これに対し，ポートフォリオに先物や
オプション等を含む場合は，依存構造の違いによる影響はさらに大きくなり，各コピュラで求めた VaRの差異はよ
り広がることもありうる．
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表 1.11: 異なる漸近従属構造を持つコピュラ（ガンベル，正規，フランク）での VaRと期待

ショートフォール（ES）の比較

ξ コピュラ ρS VaR(95%) VaR(99%) VaR(99.9%) ES(95%) ES(99%) ES(99.9%)

独立 0 2.971 5.165 8.748 4.357 6.715 10.670

フランク 0.2 3.212 5.493 9.152 4.651 7.080 11.098

正規 0.2 3.261 5.709 9.784 4.804 7.454 11.897

ガンベル 0.2 3.245 6.080 11.426 5.069 8.381 14.566

フランク 0.5 3.547 5.982 9.770 5.073 7.617 11.728

0.1 正規 0.5 3.594 6.463 11.425 5.416 8.575 14.027

ガンベル 0.5 3.601 7.024 13.184 5.766 9.653 16.500

フランク 0.8 3.869 6.529 10.478 5.531 8.235 12.477

正規 0.8 3.851 7.236 13.207 6.005 9.792 16.399

ガンベル 0.8 3.858 7.526 13.836 6.185 10.261 17.312

完全従属 1 3.993 7.703 14.219 6.352 10.502 17.613

独立 0 3.125 6.065 12.465 5.083 8.858 17.463

フランク 0.2 3.369 6.403 12.914 5.387 9.248 17.927

正規 0.2 3.422 6.643 13.728 5.561 9.691 18.944

ガンベル 0.2 3.389 6.988 15.598 5.822 10.707 22.383

フランク 0.5 3.711 6.934 13.600 5.831 9.843 18.659

0.25 正規 0.5 3.747 7.455 15.861 6.214 10.998 21.830

ガンベル 0.5 3.720 7.979 18.086 6.566 12.284 25.647

フランク 0.8 4.031 7.544 14.456 6.320 10.544 19.551

正規 0.8 3.974 8.263 18.334 6.851 12.544 25.735

ガンベル 0.8 3.949 8.526 19.090 7.020 13.106 27.229

完全従属 1 4.071 8.735 19.778 7.206 13.454 27.837

独立 0 3.442 8.441 27.131 7.419 17.092 53.729

フランク 0.2 3.684 8.812 27.657 7.742 17.527 54.353

正規 0.2 3.748 9.105 28.750 7.989 18.277 57.226

ガンベル 0.2 3.672 9.325 31.444 8.172 19.177 60.376

フランク 0.5 4.031 9.407 28.422 8.224 18.232 55.300

0.5 正規 0.5 4.052 9.988 31.896 8.736 20.062 62.854

ガンベル 0.5 3.947 10.332 34.770 8.993 21.384 67.848

フランク 0.8 4.347 10.100 29.790 8.766 19.087 56.502

正規 0.8 4.211 10.798 36.249 9.459 22.322 71.084

ガンベル 0.8 4.119 10.888 36.572 9.518 22.757 72.817

完全従属 1 4.213 11.115 38.301 9.755 23.448 75.100

独立 0 3.847 12.654 68.724 14.106 45.232 232.931

フランク 0.2 4.092 13.022 69.291 14.459 45.778 234.268

正規 0.2 4.157 13.465 71.011 15.131 48.589 255.050

ガンベル 0.2 4.028 13.288 73.602 14.429 45.581 224.180

フランク 0.5 4.433 13.722 70.411 14.989 46.666 235.724

0.75 正規 0.5 4.424 14.411 77.312 16.260 52.397 278.633

ガンベル 0.5 4.222 14.188 79.041 15.348 48.795 243.099

フランク 0.8 4.737 14.512 72.461 15.578 47.691 237.134

正規 0.8 4.496 14.932 83.944 16.830 54.489 284.102

ガンベル 0.8 4.326 14.549 80.106 16.057 51.537 261.953

完全従属 1 4.373 14.720 83.395 16.517 53.579 275.707

備考: 周辺分布の裾指数 ξを第 1列の値，他のパラメータを σ = 1, p = 0.1に設定し，100

万回のシミュレーションにより VaRと期待ショートフォールを算出．
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2. 市場データの依存関係に，VaRと期待ショートフォールのテイルリスクが発生するよう

な性質があるか．

以下では，先進国およびエマージング諸国の対米ドル為替レートを用いて，具体的な分析を

行う．

(1) データ

分析に用いたデータは，先進国（3ヵ国）およびエマージング諸国（18ヵ国）の対米ドル為

替レート34の日次対数変化率の 8年間（1993年 11月 1日～2001年 10月 29日）のデータであ

る35．

(2) 単変量における分析

まず，各国の為替レートの対数変化率に対して，単変量の一般化パレート分布の最尤推計を

行った36．具体的には，まず，全データ数に対する超過値数の割合が 1%, 2%, . . . , 10%となる

ように閾値を決め，パラメータ推計を行った．さらに，推計されたパラメータを用いて，95%お

よび 99%信頼水準のVaRと期待ショートフォールを算出した．

山井・吉羽 [2002b]にはその全推計結果が表で示されているが，ここではYamai and Yoshiba

[2005]でまとめられた結果に沿って，日本円と 6ヵ国のエマージング諸国の裾指数と 95％信頼

水準のVaRを表 1.12に示す．裾指数をみると，ここで取り上げた 6ヵ国のエマージング諸国の

裾指数は日本円の裾指数を大きく上回っており，こうした通貨の保有が大きな損失を生む可能

性が高いことがわかる．ところが，95％信頼水準のVaRをみてみると，日本円のVaRの方が

6ヵ国のエマージング諸国の VaRを下回っており，95％信頼水準の VaRにはテイルリスクが

発生していることがわかる．

表 1.12: 対米ドル為替レート日次対数変化率の裾指数とVaR

日本 マレーシア 韓国 タイ チリ メキシコ ベネズエラ

円 リンギット ウォン バーツ ペソ ペソ ボリバル

ξ 0.080 0.737 0.685 0.430 0.177 0.646 0.862

VaR(95%) 1.00% 0.43% 0.73% 0.77% 0.52% 0.84% 0.34%

備考: 為替レートのデータはブルームバーグから取得した．対象期間は，1993年 11月 1日
～2001年 10月 29日までの 8年間である．

34日本・円，独・マルク，英・ポンド，香港・ドル，インドネシア・ルピア，マレーシア・リンギット，フィリピ
ン・ペソ，シンガポール・ドル，韓国・ウォン，新台湾ドル，タイ・バーツ，チェコ・コルナ，ハンガリー・フォリ
ント，ポーランド・ズロチ，スロバキア・コルナ，ブラジル・レアル，チリ・ペソ，コロンビア・ペソ，メキシコ・
ニュー・ペソ，ペルー・ヌエボ・ソル，ベネズエラ・ボリバル．

35休日の為替レートは，休前日と同じとした．このため，休日の対数変化率はすべてゼロとなっている．なお，パ
ラメータ推計は超過値のみを対象にして行っているため，この休日調整は推計結果にほとんど影響を与えていない
と考えられる．

361.4節で説明した極値理論は，独立かつ同一の分布に従うデータに限らず，一定の条件を満たした定常性を持つ
データの極値の推計にも応用することができる．詳細は Coles [2001]の第 4章等を参照．
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(3) 2変量における分析

次に，2変量のケースで VaRのテイルリスクが為替レートのデータに発生しうる例を示す．

ここでは，計算例として，東南アジアの 5通貨（インドネシア・ルピア，マレーシア・リンギッ

ト，フィリピン・ペソ，シンガポール・ドル，タイ・バーツ）を分析の対象とする．

まず，多変量極値分布のパラメータを，Longin and Solnik [2001]の方法を用いて推計する．

ここでは 1.4.2節での分析に従い，2変量超過値の周辺分布が一般化パレート分布（厳密には

(1.17)式で表される超過値分布）に従い，コピュラはガンベルコピュラであると仮定する37．こ

の仮定のもとでは，超過値の割合（p1，p2）を所与とすると，周辺分布の裾指数（ξ1，ξ2）と

尺度パラメータ（σ1，σ2），閾値（θ1，θ2），ガンベルコピュラの依存パラメータ（γ）により

超過値の同時分布が決定する．

超過値の割合を 10%として，東南アジア 5通貨の各組合せについて，最尤法38を用いてこれ

らのパラメータを推計した．表 1.13はその結果である．

表 1.13: 東南アジア通貨の日次対数変化率の依存関係の 2変量極値分布による推計結果
通貨 γ ξ1 σ1 θ1 ξ2 σ2 θ2

インドネシア マレーシア 1.2658 0.4088 0.0128 0.0084 0.7371 0.0030 0.0016

インドネシア フィリピン 1.3056 0.4088 0.0128 0.0084 0.4156 0.0046 0.0035

インドネシア シンガポール 1.3316 0.4088 0.0128 0.0084 0.3256 0.0020 0.0028

インドネシア タイ 1.3855 0.4088 0.0128 0.0084 0.4298 0.0051 0.0035

マレーシア フィリピン 1.2578 0.7371 0.0030 0.0016 0.4156 0.0046 0.0035

マレーシア シンガポール 1.5288 0.7371 0.0030 0.0016 0.3256 0.0020 0.0028

マレーシア タイ 1.3186 0.7371 0.0030 0.0016 0.4298 0.0051 0.0035

フィリピン シンガポール 1.3120 0.4156 0.0046 0.0035 0.3256 0.0020 0.0028

フィリピン タイ 1.4267 0.4156 0.0046 0.0035 0.4298 0.0051 0.0035

シンガポール タイ 1.4364 0.3256 0.0020 0.0028 0.4298 0.0051 0.0035

備考: 為替レートのデータはブルームバーグから取得した．対象期間は，1993年 11月 1日
～2001年 10月 29日までの 8年間である．
この結果は分布の右裾の推計結果である．超過値の割合は p1 = p2 = 0.1とした．

この推計結果を基に，VaRと期待ショートフォールが実際に漸近的な依存度合いを捉えられ

るかを確認した．1.4.2節と同じ方法でVaRと期待ショートフォールを算出する．まず，各為替

レートのペアについて，推計されたパラメータ値のもとで，超過値分布とガンベルコピュラに

より為替レートの対数変化率をシミュレートする．さらに，超過値分布と正規コピュラおよび

フランクコピュラのもとで為替レートの対数変化率をシミュレートする．正規コピュラおよび

ガンベルコピュラのもとでシミュレートする際は，ガンベルコピュラとスピアマンのロー（ρS）

が等しくなるように正規コピュラとフランクコピュラの依存パラメータを設定する．次に，N

回のシミュレーションで生成した各為替レートの対数変化率データ (Xi,1, Xi,2)（i = 1, . . . N）

から VaRと期待ショートフォールを計算する．ここでは，Yamai and Yoshiba [2005]に沿っ

て，シミュレーション回数をN =1千万回として，信頼水準 95%と 99%のVaRの結果を表 1.14

37ここでは，依存構造がガンベルコピュラで表されると仮定したが，データからノンパラメトリックにコピュラ
を推計する方法の研究も進んでいる．詳細は Capéraà, Fougeres and Genest [1997]とその参考文献を参照．

38尤度関数の生成方法は，Longin and Solnik [2001]; Ledford and Tawn [1996]等を参照．
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に示す．ここで計算した各通貨の組合せでは，信頼水準 95%の VaRで正規コピュラにおける

VaRがガンベルコピュラにおけるVaRよりも大きくなっており，信頼水準 95%のVaRにテイ

ルリスクが発生していることがわかる．これは，実際の金融データで，VaRが漸近的な依存度

合いを見落としている例として考えることができる．一方，信頼水準 99%の VaRではテイル

リスクは発生していない．

表 1.14: 為替レート変動の和のVaR

通貨
VaR(95%) VaR(99%)

フランク 正規 ガンベル フランク 正規 ガンベル

インドネシア マレーシア 2.337% 2.331% 2.257% 6.852% 6.958% 7.041%

インドネシア フィリピン 2.464% 2.464% 2.408% 6.573% 6.746% 7.002%

インドネシア シンガポール 2.118% 2.133% 2.132% 5.993% 6.094% 6.270%

インドネシア タイ 2.562% 2.551% 2.482% 6.788% 7.015% 7.298%

マレーシア フィリピン 1.161% 1.154% 1.111% 3.427% 3.504% 3.570%

マレーシア シンガポール 0.844% 0.834% 0.811% 2.442% 2.558% 2.677%

マレーシア タイ 1.232% 1.220% 1.166% 3.692% 3.778% 3.850%

フィリピン シンガポール 1.043% 1.047% 1.035% 2.497% 2.588% 2.720%

フィリピン タイ 1.455% 1.440% 1.395% 3.650% 3.802% 3.992%

シンガポール タイ 1.114% 1.114% 1.102% 2.754% 2.882% 3.037%

1.5 結論

本章では，まず，VaRや期待ショートフォールなどのリスク指標を定義したうえで，(1)劣加

法性（凸性），(2)テイルリスク，(3)期待効用最大化原理との整合性，(4)推計値の安定性に焦

点を当て，VaRと期待ショートフォールの比較分析を行った．その結果，(1)～(3)については，

期待ショートフォールはVaRよりも幅広い条件でこれらの性質を満たし，概念的にはVaRよ

りも優れたリスク指標であることを示した．しかし，(4)については，損失額分布の裾が重い

場合に期待ショートフォールの推計誤差がVaRよりも大きくなるとの結論を得た．期待ショー

トフォールは裾の情報を平均値として織り込んでいることから VaR以上のリスクに関する情

報を持っており，このため，劣加法性，テイルリスクの排除，期待効用最大化原理との整合性

の 3つの点で優れている．しかし，裾の推計という難しい課題を抱えている分だけその推計は

VaRよりも難しい．すなわち，VaRと期待ショートフォールとの間にはどの性質を満たすかに

ついてトレードオフが存在する．

こうしたトレードオフは，リスク指標一般に当てはまる議論でもある．これは，「単一のリス

ク指標で分布の性質の全てを表すことはできないため，すべての望ましい性質を満たすような

完全なリスク指標は存在しない」という事実に基づいている．例えば，Breitmeyer et al. [1999]

では，所得格差の計測方法に関する考察を基に，リスク指標が満たすべき性質として 28個も

の公理を挙げている．もちろん，これら 28個のすべてを満たすリスク指標は存在しない．

このように，リスク指標自体完全なものではないため，リスク管理では以下の 2点に留意す

る必要があると考えられる．第 1に，それぞれが抱えるリスクの性質や経営陣の関心に応じた
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リスク指標の選択を行うことが重要である．まず，保有ポートフォリオの損失額分布の性質を

踏まえることが重要であろう．仮に保有ポートフォリオの損失額分布が正規分布あるいは楕円

分布に近いものであるならば，VaRのリスク指標としての問題点は基本的に顕現化しない．し

たがって，VaRに加えて期待ショートフォールを用いる必要性はほとんどない．しかし，損失

額分布が楕円分布でない場合は，VaRを用いたリスク計量では上述のような問題が発生しうる

ため，例えば期待ショートフォールを用いる必要も生じてくる．また，経営陣やリスク管理担

当者がどういったリスクを重視するかを認識することも重要である．例えば，経営陣がデフォ

ルト確率のみならず，デフォルト時の損失規模にも関心があるのであれば，楕円分布以外の損

失額分布では，VaRはその関心に答えられない．

第 2に，特定のリスク指標のみに頼ったリスク管理は危険であり，適当な補完手段を用いて

ポートフォリオのリスク特性を分析することが重要である．例えば，1.3節では，VaRのみに

依存したリスク管理はVaR以上の損失が発生する可能性を高めることがあることを示した．こ

うしたVaRの問題点に対しては，まずは，VaRの代りに期待ショートフォールを用いることが

考えられる．しかし，損失額分布の裾が厚い場合にはその推計が難しくなる．さらに，1.3節で

も述べたように，期待ショートフォールにもテイルリスクが存在する場合があり，期待ショー

トフォールに頼ったリスク管理が常に万全というわけではない．このため，ポジションやキャッ

シュフローのデスクレベルでのモニタリング，与信ポートフォリオの与信集中度合いのチェッ

クなどで，リスクの性質を肌目細かく把握することは有効な補完手段となる．

また，本章ではポートフォリオの損失分布を生成する各リスクファクターの同時分布につい

て，市場ストレス状態を表現しうるものとして多変量極値理論を用いて構成し，具体的にテイ

ルリスクに関してVaRと期待ショートフォールの比較分析を行った．その結果，一般化パレー

ト分布のもとでVaRあるいは期待ショートフォールがリスクを適切に表現できないことがある

ことを示した．VaRと期待ショートフォールのテイルリスクは，分布の裾指数，尺度パラメー

タ，超過値の割合，信頼水準，損失の依存関係，などのさまざまな条件の相互作用によって発

生することが示された．

また，為替レートの極値理論を用いた実証分析により，実際にVaRにテイルリスクが発生し

うることも示した．

特に，多変量極値理論を用いた分析からは，VaRが捉えられない情報として，リスクファク

ターの分布の裾の厚さの違い，および漸近的な依存関係の有無が重要であることを示した．した

がって，VaRでリスク管理を行っている場合は，これらにも目を配る必要があると考えられる．

また，この結果は，VaRのリスク管理への広範な利用が市場の不安定化につながる可能性が

あることを示唆している39．Basak and Shapiro [2001]は，投資家がVaRを用いたリスク管理

を行っている場合，テイルリスクによりVaRがリスクに関するミスリーディングな情報を与え

うるため，投資家が最適化行動の結果として大幅な損失が発生し易いポジションを組成するこ

とを示した．さらに，こうした投資家行動の結果，市場価格のボラティリティが上昇して市場

が不安定化することを示した．本章では，一般化パレート分布の前提のもとで，VaRでは大幅

な損失が発生する可能性や漸近的な依存関係を捉えられない場合があることを示した．これは，

VaRのテイルリスクにより市場が不安定化する可能性があることを示している．

次章では，多変量極値理論を用いた分析で利用したコピュラについて，代表的なコピュラと

そのパラメータ推定方法，乱数発生方法などをまとめ，3変量以上で本章で扱った市場リスク

に加え，信用リスクの分析を進めていく．

39VaRが市場の安定性に与える影響に関する実務家の見方は，Dunbar [2000]を参照．
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1.A 多変量分布の超過値が漸近的に極値コピュラに従うことの証明

本補論では，Ledford and Tawn [1996]が示した，多変量分布の超過値が従うコピュラの導

出を説明する．

まず，最大値が漸近的に従う分布を考える．以下の命題は，多変量確率変数の最大値が漸近

的に従う分布が満たすべき条件を示したものであり，多変量極値理論で最も重要な定理である

（証明はResnick [1987]の Proposition 5.11を参照）．

命題 1.1. {(Z1j , Z2j); j = 1, . . . , n}を，独立で同一の分布に従う 2変量確率変数の観測値であ

るとする．また，この 2変量確率変数は，周辺分布がフレシェ分布である分布関数 F に従うと

する．つまり，各 ijに対して Pr[Zij ≤ zij ] = exp(−1/zij)であるとする．また，各変量の最大
値をMZi,n = max(Zi1, Zi2, . . . , Zin)と定義する．

このとき，以下が成立する．

Pr[
MZ1,n

n
≤ z1,

MZ2,n

n
≤ z2] = Fn(nz1, nz2)→ G(z1, z2) as n→∞

ここで，G(z1, z2) = exp{−V (z1, z2)}であり，

V (z1, z2) =

∫ 1

0
max{sz−1

1 , (1− s)z−1
2 }dH(s) (1.42)

ただし，H は [0, 1]上の非負の測度で以下を満たす．∫ 1

0
sdH(s) =

∫ 1

0
(1− s)dH(s) = 1

次に，周辺分布がフレシェ分布に従う 2変量確率変数の超過値の分布もGに従うことを示す

（Ledford and Tawn [1996]）．

Z1, Z2 を互いに独立で同一のフレシェ分布に従う確率変数であるとする．つまり，各 i で

Pr[Zi ≤ zi] = exp(−1/zi)であるとする．これら変数の同時分布をF∗とする．ここで，Resnick

[1987]の Proposition 5.15により，F∗がG∗の吸引域に属する，すなわち，適当に正規化され

た最大値がG∗に属することは以下と同値である．

lim
t→∞

− lnF∗(tz1, tz2)

− lnF∗(t, t)
=
− lnG∗(z1, z2)

− lnG∗(1, 1)
(1.43)

これは漸近的結果であるが，十分大きな値 t = tcでは等号が成り立っているとする．すると，

各 tczj も大きくなるため，z′j = tczj として，十分大きな閾値を超える値 z′j に対して以下が成

り立つと考えることができる．

lnF∗(z
′
1, z

′
2) = lnF∗(tc, tc)

lnG∗(z
′
1/tc, z

′
2/tc)

lnG∗(1, 1)
(1.44)

ここで，G∗は極値分布であるから以下が成り立つ．

G(z′1, z
′
2) = exp{−V (z′1, z

′
2)} (1.45)

ただし，V (z1, z2)は (1.42)式で与えられる．よって，以下の関係が得られる（以下では z′iを

ziと表記し直す）．

F∗(z1, z2) = exp

{
V (z1, z2)

tc lnF∗(tc, tc)

V (1, 1)

}
= exp{V (z1, z2)K} (1.46)
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ただし，K はある定数である．

Kを求めるため，閾値 θj における F∗の値を考える．この閾値はフレシェ分布の閾値である

とすると，θj = −1/ ln(1− λj)が成り立つ．ここで，z1 = θ1 = −1/ ln(1− λ1)，z2 =∞とす
ると，

F∗(−1/ ln(1− λ1),∞) = exp{V (−1/ ln(1− λ1),∞)K} (1.47)

が成り立つ．(1.47)式左辺は (1− λj)分位点における分布関数の値であるから，分布関数の定
義により 1− λj に等しい．一方，(1.47)式右辺は，以下により exp{−K ln(1− λ1)}に等しい．

V (−1/ ln(1− λ1),∞) =

∫ 1

0
max{−s ln(1− λ1), (1− s)/∞}dH(s)

= − ln(1− λ1)
∫ 1

0
sdH(s) = − ln(1− λ1)

(1.48)

したがって，1− λ1 = exp{−K ln(1− λ1)}より，K = −1である．
以上より，周辺分布がフレシェ分布であるような多変量確率変数の超過値は漸近的に以下の

分布になる．

F∗(z1, z2) = exp{−V (z1, z2)} (1.49)

ただし，V (z1, z2)は (1.42)式で与えられる．この結果は，周辺分布がフレシェ分布に従うことを

前提にして同時分布が満たすべき性質を導出している．しかし，周辺分布がフレシェ分布でない

場合でも，変数変換を用いて最大値が漸近的に従うコピュラを導き出すことができる．これは，「周

辺分布を変換してもコピュラは不変」というスクラーの定理を用いることで可能となる40．具体

的には，ui ≡ Pr[Zi ≤ zi] = exp(−1/zi)として，zi = −1/ lnuiをG(z1, z2) = exp{−V (z1, z2)}
に代入して以下のコピュラを得る．

C(u1, u2) = exp{−V (− 1

lnu1
,− 1

lnu2
)} (1.50)

1.B 損失額が一般化パレート分布に従う場合のVaRのテイルリスク

本補論では，Fellerの安定分布の畳込みの定理を用いて，周辺分布が同一の裾指数を持つ一

般化パレート分布に従う場合のVaRのテイルリスクを分析する．

周辺分布が同一の裾指数を持つ一般化パレート分布に従う独立な確率変数の和の性質に関

しては，正則変動する分布関数に関する畳込みの定理（Feller [1971] の p.278，Embrechts,

Klüppelberg and Mikosch [1997]のLemma 1.3.1）を使った考察がなされている（Geluk, Peng

and Vries [2000]; Embrechts, McNeil and Straumann [2001]; Hyung and de Vries [2002]）．こ

こでは，その考察の結論をテイルリスクという観点を織り込んで説明する．

一般化パレート分布に従う互いに独立な 2つの確率変数 Z1，Z2があり，その分布関数は以

下で表されるとする．

Gξ,σ(x) = 1− (1 + ξ · x
σ
)
−1/ξ
+ (1.51)

このとき，2つの確率変数の和 Z1 + Z2の分布関数は，(1.51)式の畳込みとして以下で表すこ

とができる．

H(x) ≡ Pr{Z1 + Z2 ≤ x} ≡
∫ x

0
Gξ,σ(x− y)dGξ,σ(y) (1.52)

40この変数変換を用いた考え方が妥当であることは，Resnick [1987]の Proposition 5.10で証明されている．
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ここで，Ḡξ,σ(x) ≡ 1−Gξ,σ(x)で定義されるZ1，Z2の関数 F̄m(x)について，以下が成り立つ．

Ḡξ,σ(x) = (1 + ξ · x− θ
σ

)
−1/ξ
+ = x−1/ξ(

1

x
+
ξ(x− θ)
xσ

)
−1/ξ
+ (1.53)

ここで，(1.53)式の最右辺のうち (1/x+ ξ(x− θ)/xσ)−1/ξ
+ は緩慢変動する関数41であることか

ら，Feller [1971]の p.278（あるいは，Embrechts, Klüppelberg and Mikosch [1997]の Lemma

1.3.1）の結果により，xが十分に大きいとき，関数 H̄(x) ≡ 1−H(x)に関して以下が成り立つ．

H̄(x) ≈ x−1/ξ{( 1
x
+
ξ(x− θ)
xσ

)
−1/ξ
+ + (

1

x
+
ξ(x− θ)
xσ

)
−1/ξ
+ } = 2(1 + ξ · x− θ

σ
)
−1/ξ
+ (1.54)

したがって，2つの互いに独立な確率変数の和 Z1 + Z2の分布関数は以下で表される．

H(x) ≈ 1− 2(1 + ξ · x
σ
)
−1/ξ
+ (1.55)

一方，同じ一般化パレート分布に従う完全に依存する 2つの確率変数の和は，2Z1と同じ分布

に従う．したがって，完全に依存する 2つの確率変数の和の分布関数 I(x)は，次のように求め

られる．

I(x) ≡ Pr{2Z1 ≤ x} = Pr{Z1 ≤ x/2} = Gξ,σ(x/2) = 1− (1 + ξ · x
2σ

)
−1/ξ
+ (1.56)

さて，一般的に，2つの分布関数H(x)，I(x)に交点が存在する（H(x) = I(x)に解が存在す

る）と，VaRの信頼水準をその交点での分布の累積確率よりも低くする場合，VaRにテイルリ

スクが発生する．ξ < 1ではH(x) = I(x)には解が存在し，この解からこの交点における分布

の累積確率 p(ξ)を求めることができる42．

p(ξ) = 1− 2(1 +
2ξ − 1

1− 2ξ−1
)−1/ξ (ξ < 1) (1.57)

(1.57)式の ξに具体的な値を代入して計算すると，通常のVaRの信頼水準である 95～99%信頼

水準でテイルリスクが発生するためには，裾指数が 0.9以上でなければならないことがわかる．

裾指数が 0.9以上というのは，1.1次モーメントが発散するという非常に裾の厚い分布であり，

少なくとも金融データではこうした分布は存在しにくいと考えられる．したがって，各証券の

損失額が同一の一般化パレート分布に従う場合は，信頼水準を十分に高くとれば，VaRにテイ

ルリスクは存在しないことがわかる．

41緩慢変動する関数とは，任意の x > 0について，以下を満たす関数 L(x)のことである．詳細は Feller [1971]

を参照．

lim
t→∞

L(tx)

L(t)
= 1

42ξ ≥ 1の場合は，すべての xで H(x) < I(x)が成立しているため，完全従属の場合が独立の場合を 1次確率
優越している．これは，単調増加な効用関数を持つ任意の投資家が完全従属の場合を常に選好することを意味して
いる．したがって，この場合はポートフォリオ分散効果が働かず，むしろ逆に，ポートフォリオ分散が望ましくな
い結果をもたらす．このとき，VaRは劣加法性を満たさないが，常に 1次確率優越しているポートフォリオのリス
クが小さいと判断しているという意味で，テイルリスクは存在しない．なお，これと同様のケースは，Embrechts,

McNeil and Straumann [2001]の Example 7でも考察されている．
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第2章 資産価格変動のコピュラとポートフォリ
オの信用リスク

本章では，前章でも扱った複数の変量間の関係を表現するコピュラを用いて，資産価格変動

の相互依存構造に関する分析を行う．

まず，戸坂・吉羽 [2005]に沿って，コピュラの基本概念と比較指標などを整理し，正規，t，

クレイトン，ガンベルおよびフランクコピュラを対象に，それらの性質を説明し，具体的なパ

ラメータ推定方法や乱数発生方法等を整理して示すことで実務での具体的な利用方法を示す．

パラメータ推定については，通常の教科書では 2変量程度でしか示されていない尤度関数につ

いて，5変量までに対応できるように尤度関数を展開している．

次に，これらの技術を用いて資産価格変動などの実証分析を行う．戸坂・吉羽 [2005]で示さ

れた実例に加え，新谷・山田・吉羽 [2010]で主要国の株価指数を対象に収益率分布の相互依存

関係を分析し，データへの適合度の高いコピュラの種類を実証的に調べた結果を示す．

こうした資産変動間のコピュラを踏まえ，新谷・山田・吉羽 [2010]に沿って，債務担保証券

（collateralized debt obligation; CDO）の信用スプレッドを評価する．特に，実務上用いられ

ることが多い正規コピュラ以外のコピュラも用いて CDO評価を行い，コピュラの種類の違い

が評価結果に及ぼす影響を考察する．分析対象としては，通常の CDOと，その一部のトラン

シェから再証券化を行った CDOスクエアードを扱う．これらの分析の結果，ポートフォリオ

のリスク管理や CDO評価においては，金融危機の可能性を考慮するならば，下方に裾依存性

の強いコピュラを用いてモデル化を行う必要性が高いことを示す．最後に，コピュラを巡るい

くつかの留意点を説明し，本章の結びとする．

2.1 はじめに

金融資産ポートフォリオの価格付けやリスク管理では，複数のリスクファクターが多変量確

率分布に従うとして評価を行うことが多い．ここで重要な点は，各変量を単体で評価した分布

（周辺分布）の特徴と，周辺分布間の相互依存関係の特徴を正確に捉えることである．一般に，

金融資産収益率の周辺分布については，正規分布と比べ厚い裾を持つ場合が多い．また，周辺

分布間の相互依存関係については，分布の場所（中心部か裾かなど）によって依存度合いが異

なることが知られている．例えば，市場に何らかのストレスが生じると，多くの株価等が同日

に急速に下落する場合が多く，2007年夏の米国サブプライム住宅ローン問題再燃時や 2008年

秋のリーマンショックなど金融危機と呼ばれる時期ではこうした現象が明確に観察されている．

こうした事例は，複数の資産価格変動が下落する状態では依存度合いが強まるということを示

唆する．

金融実務では，周辺分布間の多様な依存構造を扱うツールの 1つとして，各変量の周辺分布

と多変量の同時分布をつなぐ関数であるコピュラ（copula）が利用されることがある．コピュ
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ラは，同時分布に含まれる情報の中から周辺分布間の相互依存関係だけを取り出して表現した

ものと考えることができる．多数の資産価格変動の同時分布を考える際には，各資産価格変動

の分布を周辺分布として与えるとともに，資産価格変動間の相互依存関係をパラメトリックな

コピュラで与えることにより，多資産価格変動の同時分布を構成することができる．このため，

コピュラは，多数の資産からなるポートフォリオのリスク管理や信用リスクを有する多数の企

業向け債務を原資産とする債務担保証券（collateralized debt obligation; CDO）等の商品評価

でよく用いられている．

ポートフォリオのリスク管理や CDO評価において最も頻繁に用いられているコピュラの種

類は，正規コピュラである．正規コピュラでは相関パラメータを高く設定することにより，各

変量の分布全体の依存度合いを強めることができるが，各変量の分布の裾での依存度合いだけ

を制御することはできない．すなわち，各変量が分布の中央付近にある通常の状態では依存度

合いがさほど強くないのに対して，金融危機などが生じ，各変量が相互に依存度合いを強めつ

つ同時に分布の裾に陥るような現象は想定することができない．これは，正規コピュラを基に

したモデルでは，金融危機の可能性を十分に考慮することが難しいという問題を示唆している．

このようにコピュラは金融実務で注目されてきたが，コピュラのパラメータ推定や乱数の発

生方法について包括的に解説した文献があまりなかったことから，戸坂・吉羽 [2005]ではコピュ

ラの基本概念と比較指標などを整理し，正規，t，クレイトン（Clayton），ガンベル（Gumbel）

およびフランク（Frank）コピュラといった代表的なコピュラについて，パラメータ推定や乱

数の発生方法を整理している．本章ではまずその内容を示し，活用事例を示す．

多変量の資産価格の非対称な変動を捉える実証研究としては Longin and Solnik [2001]や

Poon, Rockinger and Tawn [2004]などが知られており，最近では Tsafack [2009]が米国とカ

ナダの 2004年までの週次株価収益率を用いて適合度の高いコピュラについて実証分析を行っ

ている．この点について，本章では，日米欧の株価の日次収益率について最近の金融危機時を

含めた 2009年 9月までのデータを用いて，収益率分布の裾での依存性がどのように推移した

かを分析し，適合度の高いコピュラを分析する．その結果，収益率分布は下側裾依存性が強く，

Tsafack [2009]の結果と同様に反転ガンベルコピュラの適合度が高いほか，自由度の低い tコ

ピュラなど下側依存性の強いコピュラの適合度が総じて高いことを示す．

コピュラを用いたCDOの信用スプレッドの評価については，Li [2000]がその手法を提示し

た後，iTraxxなどのCDOの市場価格に適合するコピュラの種類の観点でさまざまな研究が進

められている．最近では，Burtschell, Gregory and Laurent [2009]は，少数のパラメータで表

現されるさまざまなコピュラを用いた CDO評価モデルについて，金融危機前の 2005年 8月

における iTraxxのCDOの市場価格データを説明しうるモデルを比較検討している．一方，本

章では，CDOの市場価格データへのフィッティングを扱うのではなく，CDOに含まれる各債

務の相互依存関係をヒストリカルデータから特定できる場合に，利用するコピュラの種類の違

いによって CDOの信用スプレッドがどのように変化するかを比較検討する．具体的には，前

述のように日米欧の株価収益率のヒストリカルデータは下側裾依存性が強かったことを踏まえ，

株価と一定の関係を持つクレジット資産状態にも同様の特性が存在すると想定する．こうした

問題意識のもと，CDOの信用スプレッド評価において通常用いられる正規コピュラに代えて，

下側裾依存性の強いコピュラを用いた場合に評価結果がどのように変わるのかを比較検討する．

さらに，CDOのメザニントランシェから再証券化された CDOスクエアードについても，コ

ピュラの違いが信用スプレッドの評価結果に及ぼす影響を考察する．その結果，正規コピュラ

のような下側裾依存性の弱いコピュラでは CDOトランシェの損失率を過小評価する可能性を
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示し，CDOスクエアードでは参照するインナーCDOに含まれる末端参照債務の重複度もこう

した過小評価を広げる可能性があることを示す．

本章の構成は以下のとおりである．まず，2.2節では，コピュラの定義，性質に加え，パラ

メータ推定方法と乱数発生方法を概説する．2.3節，2.4節では，正規および tコピュラ，クレ

イトン，ガンベルおよびフランクコピュラを対象に，それらの性質，具体的なパラメータ推定

方法や乱数発生方法等を示す．2.5節では，コピュラを用いた実証分析を行い，若干の考察を

加える．また，日米欧の 2000年以降の日次株価収益率に関して，下側裾依存性の推計を行う

とともに，データへの適合度の高いコピュラを実証的に調べる．2.6節では，コピュラを用い

て CDOの信用スプレッドを評価する問題を取り上げ，コピュラの種類の違いにより，各トラ

ンシェの信用スプレッドがどのように変化するかを検討する．2.7節では，コピュラを巡るい

くつかの留意点を説明する．最後に，2.8節で本章をまとめる．

2.2 コピュラ

2.2.1 コピュラの定義

n種類のリスクファクターを想定し，それらを確率変数X1, . . . , Xnで表す．複数のリスクファ

クターの確率的変動を同時に捉えることは，確率変数X1, . . . , Xnの同時分布関数F (x1, . . . , xn)

の挙動を表すことに等しい．周辺分布関数 F1, . . . , Fnと，同時分布関数 F (x1, . . . , xn)の間に

は，次の関係がある．

スクラー（Sklar）の定理 周辺分布関数 F1, . . . , Fnを持つ連続な n変量同時分布関数を F と

すると，

Pr(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = F (x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn)) (2.1)

を満たす関数 C が一意に存在する．

このC(·)がコピュラと呼ばれる関数である1．つまり，コピュラC(·)に周辺分布関数F1, . . . , Fn

を適用することで生成されるC(F1, . . . , Fn)は，周辺分布を区間 [0,1]の一様分布とする同時分

布関数である．これにより，連続な多変量分布関数は，リスクファクター単独の挙動を表現す

る周辺分布関数 F1, . . . , Fnとそれらリスクファクター間の依存構造（コピュラC）に分解する

ことができる．

さらに，この定理から次のことがわかる．n変量同時分布関数F が，周辺分布関数F1, . . . , Fn

とコピュラCを持つとすれば，任意の u = (u1, . . . , un)（ただし，ui ∈ [0, 1]）で，(2.2)式の関

係を得る．

C(u1, . . . , un) = F (F−1
1 (u1), . . . , F

−1
n (un)) (2.2)

この C は，各周辺分布が区間 [0,1]の一様分布の同時分布関数となる．また，コピュラの密度

関数として c(u1, . . . , un) =
∂nC(u1,...,un)

∂u1···∂un
，Xiの確率密度関数を fi(xi)，同時分布関数 F の密度

関数を f とすると，(2.1)式から次式を得る．

f(x1, . . . , xn) = c(F1(x1), . . . , Fn(xn))
n∏

i=1

fi(xi) (2.3)

1コピュラの数学的な定義や性質の詳細は，Nelsen [2006]; Bouyé et al. [2000]を参照．なお，塚原 [2008]では
「接合分布関数」と訳されている．
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2.2.2 コピュラの典型例とその特徴

以下では，コピュラC(·)の典型例をいくつか挙げて，その特徴を説明する．まず，変量間の
相関構造を行列で表現するコピュラがある．そうしたコピュラの代表例としては，正規コピュ

ラ，tコピュラが挙げられる．次に，変量間の相関構造を 1種類のパラメータで表現するコピュ

ラがある．この代表例としては，1パラメータのアルキメディアンコピュラがあり，それには，

主な例として，クレイトンコピュラ，ガンベルコピュラ，フランクコピュラが含まれる．具体

的には，これら 5つのコピュラは以下の式で表現される．

正規コピュラ： C(u1, · · · , un) = ΦΣ(Φ
−1(u1), · · · ,Φ−1(un)) (2.4)

tコピュラ： C(u1, · · · , un) = tν,Σ(t
−1
ν (u1), · · · , t−1

ν (un)) (2.5)

クレイトンコピュラ： C(u1, · · · , un) = (

n∑
j=1

u−α
j − n+ 1)−1/α, α > 0 (2.6)

ガンベルコピュラ： C(u1, . . . , un) = exp{−(
n∑

j=1

(− lnuj)
γ)1/γ}, γ > 1 (2.7)

フランクコピュラ： C(u1, · · · , un) = −
1

δ
ln

1 +

n∏
j=1

(e−δuj − 1)

(e−δ − 1)n−1

 , δ > 0 (2.8)

ただし，ΦΣ(·)は相関行列 Σの n変量標準正規分布関数2，Φ−1(·)は 1変量標準正規分布関数

の逆関数，tν,Σ(·)は自由度 ν，相関行列 Σの n変量 t分布関数3，t−1
ν (·)は自由度 νの 1変量 t

分布関数の逆関数である．

これら 5つのコピュラ（正規，t，クレイトン，ガンベルおよびフランク）における，各変量

間の依存関係の特徴を概観しよう．順位相関（詳細は後述する）が等しい 2変量乱数 (u1, u2)

を，5つの 2変量コピュラを用いて 1,000個発生させて，それらを 2次元の散布図にしたもの

が図 2.1である4．ここで，ui → 0と ui → 1は周辺分布関数の両裾の極限に対応している．図

2.1からは，コピュラによって，変量間の依存構造が異なっていることがわかる．

まず，正規コピュラと tコピュラに注目してみよう．それらの (u1, u2)平面の (1,1)付近と

(0,0)付近をみると，いずれのコピュラでも，サンプルは 45度線付近に比較的集まっているが，

正規コピュラの方がばらつき度合いが大きいように窺われる．これは，図の右上側（各変量と

も 1に近い側）と左下側（同 0に近い側）で，tコピュラは，正規コピュラに比べて，相対的

に，一方の変量で大きな変動が起きたときに他方の変量に同方向の変動が起こりやすいことを

示している．その一方で，(1,1)付近と (0,0)付近から外れた領域では，tコピュラでは，(0,1)

あるいは (1,0)に近いサンプルも発生している．これは，tコピュラは，正規コピュラと比較し

て，相対的に，一方の変量で大きな変動が起きたときには他方の変量に逆方向の変動も起こり

やすいことを示唆している．
2ΦΣ(x1, . . . , xn) =

1

(2π)n/2
√

|Σ|

∫ xn

−∞ · · ·
∫ x1

−∞ exp
(
− 1

2
(z1, . . . , zn)Σ

−1(z1, . . . , zn)
⊤) dz1 · · · dzn である．

3tν,Σ(x1, · · · , xn) = Γ((ν+n)/2)

Γ(ν/2)(νπ)n/2
√

|Σ|

∫ x1

−∞ · · ·
∫ xn

−∞

(
1 + 1

ν
(z1, . . . , zn)Σ

−1(z1, . . . , zn)
⊤)− ν+n

2 dz1 · · · dzn で

ある．ただし，Γ(·) はガンマ関数で，Γ(x) ≡
∫∞
0

e−ttx−1dt で定義される．また，|Σ| は相関行列 Σ の行列式
であり，(z1, . . . , zn)

⊤ はベクトル (z1, . . . , zn)の転置を表す．
4ここでは，全てのコピュラで，順位相関を表す「ケンドールのタウ」が 0.75となるようにパラメータを設定し

た．具体的には，正規コピュラの相関係数を 0.9239，tコピュラの相関係数を 0.9239，自由度を 3，クレイトンコ
ピュラの αを 6，ガンベルコピュラの γ を 4，フランクコピュラの δ を 14.14とした．

42



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.
0

0
.
2

0
.
4

0
.
6

0
.
8

1
.
0

正規

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0
.
0

0
.
2

0
.
4

0
.
6

0
.
8

1
.
0

t

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.
0

0
.
2

0
.
4

0
.
6

0
.
8

1
.
0

ガンベル

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.
0

0
.
2

0
.
4

0
.
6

0
.
8

1
.
0

クレイトン

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.
0

0
.
2

0
.
4

0
.
6

0
.
8

1
.
0

フランク

図 2.1: 各種 2変量コピュラに従う乱数の散布図（横軸：u1 ，縦軸：u2 ）
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次に，残りの 3種類のコピュラをみてみよう．クレイトンコピュラでは，変量間の依存度合

いは，相対的に左下側で強く，右上側で弱い．ガンベルコピュラでは，クレイトンコピュラと

は逆に，変量間の依存度合いは，相対的に左下側で弱く，右上側で強い．これらに対し，フラ

ンクコピュラでは，変量間の依存度合いが強い領域はみられない．

コピュラで規定される同時分布のイメージを掴むため，2変量の同時分布で各周辺分布を標

準正規分布とし，5種類のコピュラを用いて構成される同時分布の密度関数の等高線を描くと

図 2.2のようになる5．

このように，コピュラによって，表現される変量間の依存関係に特徴がある．したがって，市

場等で実際に観測される各リスクファクターの変動から，それらの間に一定の依存関係を推論

することができたならば，そのような依存関係を近似的に表すことが可能なコピュラを適切に

選択すればよい．それによって，リスクファクター間の依存関係を織り込んで，リスクファク

ターの将来的な確率変動をシミュレーションによって表現することができる．

2.2.3 コピュラの性質：分布の裾での依存関係

ここでは，2変量を仮定し，コピュラを用いて，分布の裾での変量間の依存関係を考察する．

以下，分布の裾での変量間の依存関係を示す指標を定義する．

連続な分布関数 F1, F2に従う確率変数をそれぞれX1, X2とする．X1, X2の「上側裾依存係

数」を次の極限値として定義する．

λU = lim
u→1−

Pr[F2(X2) > u | F1(X1) > u] (2.9)

(2.9)式は，閾値 uを 1に近づけた際，X1の分布関数が uより大きい（F1(X1) > u）という条

件で，X2の分布関数が uより大きい（F2(X2) > u）確率である．このとき，0 < λU ≤ 1なら

ば，X1, X2は「上側で漸近従属」の関係にあるといい，λU = 0ならば，X1, X2は「上側で漸

近独立」の関係にあるという．(2.9)式右辺を変形すると，X1, X2のコピュラを C とすること

で，以下を得る．

lim
u→1−

Pr(X2 > F−1
2 (u) | X1 > F−1

1 (u))

= lim
u→1−

1− Pr(X1 ≤ F−1
1 (u))− Pr(X2 ≤ F−1

2 (u)) + Pr(X1 ≤ F−1
1 (u), X2 ≤ F−1

2 (u))

1− Pr(X1 ≤ F−1
1 (u))

= lim
u→1−

1− 2u+ C(u, u)

1− u
(2.10)

(2.10)式右辺の分子，分母ともに u→ 1−で 0に収束することから，C(u1, u2)が u1，u2いず

れについても (0, 1)の区間で微分可能な関数であるとすると，ロピタル（L’Hospital）の公式か

ら6，(2.11)式に変形することができる．

lim
u→1−

1− 2u+ C(u, u)

1− u
= lim

u→1−

{(
1− ∂

∂s
C(s, t)

∣∣∣∣
s=t=u

)
+

(
1− ∂

∂t
C(s, t)

∣∣∣∣
s=t=u

)}
= lim

u→1−
{Pr(U2 > u|U1 = u) + Pr(U1 > u|U2 = u)}

(2.11)

5ここでは，全体の依存度合いを調整するためケンドールのタウを 0.5に固定し，tコピュラの自由度は 3とした．
6ロピタルの公式が適用できる条件については，Rudin [1976]の Theorem 5.13を参照．
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図 2.2: 2変量同時密度の等高線

備考: Yan [2007]の copulaパッケージを用いて作成．
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ここで，U1, U2は区間 [0,1]の一様分布に従う確率変数である．このとき，C(u1, u2) = C(u2, u1)

であるならば，次式が得られる．

λU = 2 lim
u→1−

Pr(U1 > u|U2 = u) (2.12)

同様に，X1, X2の「下側裾依存係数」を (2.13)式で定義する．

λL = lim
u→0+

Pr[F2(X2) < u | F1(X1) < u] (2.13)

(2.13)式は，閾値uを 0に近づけた際，X1の分布関数がuより小さい（F1(X1) < u）という条件

で，X2の分布関数が uより小さい（F2(X2) < u）確率である．上側の場合と同様，0 < λL ≤ 1

ならば，X1, X2は「下側で漸近従属」の関係にあるといい，λL = 0ならば，X1, X2は「下側

で漸近独立」の関係にあるという．(2.10)式と同様の変形により，次式を得る．

λL = lim
u→0+

C(u, u)

u
(2.14)

C(u1, u2) = C(u2, u1)であるならば，以下の関係を得る．

λL = 2 lim
u→0+

Pr(U1 < u|U2 = u) (2.15)

なお，上側でも下側でも漸近独立である場合，X1, X2は「漸近独立」の関係にあるという．

本章では，下側裾依存性の推計の際，極限をとった (2.13)式の代わりに一定の確率 uを条件

とした

λL(u) = Pr[F2(X2) < u | F1(X1) < u] (2.16)

を下側裾依存性の推計値として用いる．(2.16)式の条件付き確率は同時分布 F (·, ·)やコピュラ
C(·, ·)を用いると次式で書き直すこともできる．

λL(u) =
F (F−1

1 (u), F−1
2 (u ))

u
=
C(u, u)

u
(2.17)

2変量のコピュラについて，(2.17)式の下側裾依存性 λL(u)とその極限値である (2.13)式の下

側裾依存係数 λLを示すと表 2.1のとおりである．tコピュラでは自由度 νが低いほど大きな下

側裾依存係数となっているが，正規コピュラでは下側裾依存係数は 0になり漸近独立となるこ

とがわかる（導出の詳細は 2.3節を参照）．クレイトンコピュラでは下側で漸近従属し上側で

は漸近独立となっている．ガンベルコピュラでは逆に下側では漸近独立であり上側では漸近従

属している．フランクコピュラでは上側でも下側でも漸近独立である（クレイトン，ガンベル，

フランクの各コピュラでの裾依存係数の導出は 2.4節を参照）．リスク管理上は下側で漸近従

属することが問題となる場合が多い．そこで，下側で漸近従属するようにガンベルコピュラを

反転させた反転ガンベル（rotated Gumbel）コピュラを導入する7．反転ガンベルコピュラは

(2.18)式で表現される．

反転ガンベルコピュラ： C(u1, . . . , un) =
n∑

j=1

uj−1+exp{−(
n∑

j=1

(− ln(1− uj))γ)1/γ} (2.18)

表 2.1に示すように，反転ガンベルコピュラの裾依存係数はガンベルコピュラの裾依存係数と

は上側・下側がちょうど逆になっていることがわかる．
7反転ガンベルコピュラは，下側での裾依存性を考慮する際によく用いられる（Tsafack [2009]; 小宮 [2003]な

ど）．
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表 2.1: 2変量コピュラの下側裾依存係数
コピュラ 下側裾依存性 λL(u) 下側裾依存係数 λL

正規 ΦΣ(Φ
−1(u),Φ−1(u))

u 0

t
tν,Σ(t

−1
ν (u),t−1

ν (u))
u 2tν+1

(
−
√

(1−ρ)(ν+1)
(1+ρ)

)
クレイトン (2− uα)−1/α 2−1/α

ガンベル u2
1/γ−1 0

反転ガンベル 2 + (1−u)2
1/γ−1
u 2− 21/γ

フランク − 1
δu ln

(
1 + (e−δu−1)2

(e−δ−1)

)
0

備考: 正規コピュラ，tコピュラのパラメータΣは非対角要素を相関パラメータ ρとした 2×2
の行列である．

2.2.4 コピュラの性質：順位相関－分布の全体での依存の程度

2.2.3節では，分布の裾での変量間の依存関係に注目した．しかし，変量間の依存関係といえ

ば，一般的には，分布全体での変量間の依存関係を表すことが多い．ここでは，分布全体での

変量間の依存関係と，分布の裾での変量間の依存関係の間にどのような関連性があるのかを説

明する．

変量間の依存度合いを表す指標として最もよく使われているものは，「線形相関（相関係数）」

である．N 個の 2変量データ (x11, x
1
2), (x

2
1, x

2
2), . . . , (x

N
1 , x

N
2 )を観測したとすると，これらの

データの線形相関は次式で推定される．

ρ =

∑N
j=1 (x

j
1 − x̄1)(x

j
2 − x̄2)√∑N

j=1 (x
j
1 − x̄1)2

√∑N
j=1 (x

j
2 − x̄2)2

, ただし x̄i =
1

N

N∑
j=1

xji (2.19)

線形相関は，2つの変量の間の，線形（直線的）な関係を捉える指標であって，その点で，直

線的な関係にない変量間の依存関係を表現することは基本的にできない8．線形相関のこうした

問題を回避する，変量間の依存度合いを表す別の指標として，「順位相関」と呼ばれる相関があ

る．順位相関は，各変量のデータの値そのものではなく，何らかの規準による各変量のデータ

の「順位」に基づく相関である9．

順位相関にはいくつかの種類が考えられているが，実務でよく用いられるものに，「ケンドー

ルのタウ（τK）」と「スピアマンのロー（ρS）」がある．

ここで，(Xi
1, X

i
2)と (Xj

1 , X
j
2)を同時分布関数 F (x1, x2)，周辺分布 F1(x1),F2(x2)に従う確

率変数ベクトルとする．

まず，ケンドールのタウは，2つの確率変数ベクトルを用いて，次式で定義される指標である．

τK ≡ Pr{(Xi
1 −X

j
1)(X

i
2 −X

j
2) > 0} − Pr{(Xi

1 −X
j
1)(X

i
2 −X

j
2) < 0}

= 4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
F (x1, x2)dF (x1, x2)− 1

(2.20)

8これをMina and Xiao [2001]での具体例で示す．Zを確率変数とし，これを変換した確率変数X = exp(Z), Y =

exp(5Z)を考える．X と Y には，非線形ではあるが，明らかに非常に強い依存関係がある．しかし，線形相関を
計算すると，その値は 0.0004と非常に小さく，X と Y の間には依存関係はほとんどないことになる．

9順位相関の詳細は，柳川 [1982]; Kruskal [1958]; Joe [1997]; Nelsen [2006]等を参照．
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X1とX2の間に，Xi
1 > Xj

1 かつXi
2 > Xj

2 という関係が常に成立する（concordant＜調和＞）

ならば，τK = 1となり，Xi
1 > Xj

1 かつXi
2 < Xj

2 という関係が常に成立する（discordant＜非

調和＞）ならば，τK = −1となる．また，−1 ≤ τK ≤ 1が成立する．

一方，スピアマンのロー ρS は，周辺分布 F1(x1),F2(x2)の線形相関として，以下のように定

義される（−1 ≤ ρs ≤ 1である）10,11,12．

ρS ≡
cov(F1(X1), F2(X2))√

var(F1(X1))
√

var(F2(X2))

= 12cov(F1(X1), F2(X2))

= 12

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
{F (x1, x2)− F1(x1)F2(x2)}dF1(x1)dF2(x2)

(2.21)

ケンドールのタウとスピアマンのローは，コピュラを用いて表現することができる．u1 = F1(x1),

u2 = F2(x2)と置いて，コピュラをC(u1, u2)とすると，これらの関係は以下のように書き換え

られる13．

τK = 4

∫ 1

0

∫ 1

0
C(u1, u2)dC(u1, u2)− 1 (2.22)

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0
{C(u1, u2)− u1u2}du1du2 (2.23)

つまり，コピュラの関数形が与えられれば，ケンドールのタウとスピアマンのローは，それぞ

れ (2.22)式と (2.23)式で求めることができる14,15．2.2.2節で示した各コピュラのパラメータ

とケンドールのタウ τK には表 2.2の関係が成立する（導出は 2.A節を参照）．

表 2.2: コピュラのパラメータと順位相関
コピュラ パラメータ ケンドールのタウ τK

正規 ρ (2/π) arcsin ρ

t ρ, ν (2/π) arcsin ρ

クレイトン α α/(α+ 2)

ガンベル γ 1− 1/γ

反転ガンベル γ 1− 1/γ

フランク δ 1 + (4/δ){D1(δ)− 1}

備考: 表中のD1(δ)は 1次のデバイ（Debye）関数でD1(δ) ≡ 1
δ

∫ δ

0
t

et−1dtで与えられる．

10(2.21)式の 2番目の等号で出てくる「12」という値は，一様分布の分散（1/12）に由来するものである．
11スピアマンのローは，上述したケンドールのタウの定義で用いられる ‘concordant’と ‘discordant’の考え方を

使って定義することも可能である．その詳細は，例えば，Nelsen [2006]を参照．
12脚注 8の例では，X と Y の順位相関は，ケンドールのタウでもスピアマンのローでも 1となる．
13詳細は，Schweizer and Wolff [1981]; Nelsen [2006]等を参照．
14上述の図 2.1を作成するに当たっては，分布全体での 2変量間の依存度合いを一定としたうえで各コピュラの

依存関係を比較することができるように，ケンドールのタウを定数（0.75）として与えて，各コピュラのパラメー
タを定めた．図 2.2ではケンドールのタウを 0.5として与えた．

15このように，ケンドールのタウやスピアマンのローといった順位相関は，コピュラで表現可能である一方，線
形相関は，周辺分布にも依存し，コピュラだけでは表現されない．つまり，線形相関は，変量間の依存構造（コピュ
ラ）と各変量特有の構造（周辺分布）を分けて捉えていない．したがって，線形相関は変量間の依存構造を示す指
標としては必ずしも十分であるといえないことになる．
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図 2.3: 正規コピュラの ρと同一のケンドールのタウ τK を持つパラメータ

表 2.2より，(1)上記 5つのコピュラには，ケンドールのタウの解析的な表現があること，(2)

クレイトン，ガンベル，フランク，正規の 4つのコピュラでは，コピュラのパラメータとケン

ドールのタウ τK が 1対 1に対応することがわかる．(2)からは，これらの 2変量コピュラでは，

ヒストリカルデータからケンドールのタウ τK を求め，それと表 2.2で示された式からコピュラ

のパラメータを推定できることになる．ケンドールのタウ（またはスピアマンのロー）は，周

辺分布の形状を特定することなく，ヒストリカルデータから計算され16，コピュラのパラメー

タを求めることができるという利点がある17．上記 5つのコピュラでは，表 2.2の関係が，2変

量の場合だけでなく，多変量の場合でも，「任意の 2変量のケンドールのタウ」で成立する．

一般的には，正規コピュラのパラメータ ρで相関を把握することが多いことから，2.6節の

分析では順位相関を正規コピュラのパラメータ ρで表示する．具体的に正規コピュラの ρと同

一のケンドールのタウ τK を持つ他のコピュラのパラメータは図 2.3のように与えられる．

2.2.5 コピュラのパラメータ推定

以降では，2.2.2節で説明したコピュラを対象に，コピュラの各種パラメータの推定方法や，

それらのコピュラを用いたポートフォリオのリスク量の算出手法について具体例を交えて示す．

実務でコピュラを用いる際には，まずは，リスク評価の対象とするポートフォリオの特性等

に基づいて，適当と考えられるコピュラを選択することになる．次に必要となるのが，そのコ

16 N 個のヒストリカルデータ (x1
1, x

1
2), · · · , (xN

1 , xN
2 )が与えられたとし，タイデータはないと仮定する．(xi

1 −
xi
2)(x

j
1 − xj

2) > 0（< 0）となる (i, j)の組合せの数を P（Q）とすると，(2.20)式のケンドールのタウの推定値 τ̂K
は，次式で求められる．

τ̂K =
P −Q

P +Q
=

2(P −Q)

N(N − 1)

この推定は基本的な統計量の算出であり，例えば Rでは標本相関を求める標準関数にオプション指定を行うことで
求められる．

17コピュラのパラメータ推定を，順位相関をデータから求めたうえで行う場合には，周辺分布を直接用いる必要
はない．一方，コピュラのパラメータ推定を，最尤法を用いて行う際には，周辺分布を仮定する必要がある．
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ピュラの各種パラメータを推定することである．

ここでは，コピュラの選択が行われたとしたうえで，このコピュラのパラメータ推定手法を

取り上げる．実務で一般的に用いられているコピュラのパラメータ推定手法は，リスクファク

ターのヒストリカルデータを用いる方法である．

ヒストリカルデータを用いたパラメータ推定は，例えば，以下のように最尤法を用いて行え

る．n個の変量を仮定する．このとき，各変量はN 個のヒストリカルデータを持つとする．第

i変量の第 j 番目のヒストリカルデータを xji と表す（i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N）．第 i変量

の周辺分布関数を，パラメータを ψiとして Fi(· ;ψi)，コピュラの密度関数を，ξをパラメータ

として c(· ; ξ)とする．このとき，対数尤度関数は，(2.3)式を用いることで，(2.24)式で与えら

れる．

l(ψ1, . . . , ψn, ξ) =

N∑
j=1

ln c((F1(x
j
1;ψ1), . . . , Fn(x

j
n;ψn); ξ) +

N∑
j=1

n∑
i=1

ln fi(x
j
i ;ψi) (2.24)

(2.24)式で最尤推定を行うということは，コピュラのパラメータの推定と周辺分布の確率密度

関数のパラメータの推定を同時に行うことにほかならない．しかし，この方法は，全てのパラ

メータを同時に推定しようとするため，最適化の計算が複雑になり，計算負荷が大きいという

難点を有する．このため，先行研究では，まず周辺分布を特定したうえで，その後にコピュラ

のパラメータ推定を行うことが多い．例えば，周辺分布のパラメータ（ψi）を先に最尤推定し

たうえで，(2.24)式に与え，(2.24)式を最大化するパラメータ（ξ）を推定する方法（Mashal

and Naldi [2002]等）や，周辺経験分布関数 F̂i(·)を求めてから，(2.24)式右辺第 1項を最大化

するパラメータ（ξ）を推定する方法（Romano [2002]等）が提案されている．

Bouyé et al. [2000]では，周辺分布が指数分布とガンマ分布，依存構造が正規コピュラであ

る 2変量同時分布を対象に，(2.24)式で最尤推定を行う方法とその代替方法でそれぞれ推定さ

れたパラメータの比較を行っている．具体的には，次のような手続きを採用している．まず，

(a)与えられた同時分布に従う乱数を 1,000個発生させる．次に，(b)この乱数データを用いて，

(2.24)式で最尤推定を行う方法とその代替方法で，それぞれパラメータを推定する．この (a)

と (b)の手続きを 2,500回繰り返す．Bouyé et al. [2000]は，こうして各方法で得られたパラ

メータ推定値の分布の形状を比較した結果，それらにはほとんど差がないことを示した．この

ことから，上記のような代替方法を用いて，(2.24)式のパラメータを求めることは，実務的に

は一定の範囲で許容されると考えられる．

以下では，上述の代替方法のうち，周辺分布のパラメータを最尤推定したうえで，コピュラ

のパラメータを最尤推定する方法（Mashal and Naldi [2002]等）を採用する18．

2.2.6 コピュラの選択規準

前小節では，コピュラの選択が行われたとしたうえで，このコピュラのパラメータ推定手法

を説明した．次に，コピュラを選び出す規準に焦点を当てる．その選択規準の 1つとして，対

象とする実際のデータ（ヒストリカルデータ）の経験的な同時分布と，コピュラによって求め

られた同時分布との相違が最も少ないことが考えられる．以下では，この規準を検討する．

18いくつかのコピュラについては，(2.20)あるいは (2.22)式を基に，2変量データのケンドールのタウとコピュ
ラのパラメータとの解析的関係を求めることができるため，周辺分布を仮定することなく，コピュラのパラメータ
の推定が行える（2.A節を参照）．
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経験的な同時分布から，周辺分布をその経験分布で与えて導いたコピュラを「経験コピュラ」

と呼ぶ．

経験コピュラは，次のように求められる．N個のn変量データ (x11, . . . , x
1
n), . . . , (x

N
1 , . . . , x

N
n )

を観測したとする．第 i変量の値を小さい順に並べ替え，xki（k = 1, . . . , N）が rki 番目になっ

たとする（rki は 1, . . . , N の整数をとる）．これから，第 i変量がXi ≤ xki となる頻度は rki /N

となることを用いることで，第 i変量の周辺経験分布を得ることができる．次に，同時分布

は，周辺経験分布関数の値が ti/N（ti = 1, . . . , N）であるという条件で，コピュラCを用いて

C(t1/N, . . . , tn/N)となる．この同時分布は，(rk1 ≤ t1, . . . , r
k
n ≤ tn)を満たすデータ kの数を

データの総数Nで除した値を用いて，推定可能である．したがって，コピュラC(t1/N, . . . , tn/N)

に対応する経験コピュラ Ĉ(t1/N, . . . , tn/N)は，次式で表される．

Ĉ (t1/N, . . . , tn/N) =
1

N

N∑
k=1

n∏
i=1

1{rki ≤ti} (2.25)

上述のように，コピュラを選択する規準としては，(2.25)式の経験コピュラとの相違が最も少

ないコピュラを選択することが考えられる．先行研究（Romano [2002]）では，対象とするコ

ピュラの集合を {Cl}1≤l≤Lとして，その「相違」を (2.26)式で定義し，それを最小化するClを

採用することを提案している19．

dn(Ĉ, Cl) ≡

√√√√ N∑
t1=1

· · ·
N∑

tn=1

[
Ĉ

(
t1
N
, . . . ,

tn
N

)
− Cl

(
t1
N
, . . . ,

tn
N

)]2
(2.26)

以上，コピュラの選択規準の一例として，経験コピュラとの「相違」を最小にするコピュラを

選択するという考え方を説明したが，この規準には，1点留意すべきことがある．それは，比較

を行う各コピュラのパラメータ数あるいは自由度が同程度であるとの前提が暗に置かれている

点である．つまり，この規準は，同程度のパラメータ数を持つコピュラを候補に考えたときに，

その中で最も望ましいコピュラを選び出すために使用すべき規準である．これに対し，互いに

異なるパラメータ数を有するコピュラを前提として，Breymann, Dias and Embrechts [2003]

は，対数尤度をパラメータ数で調整した指標であるAIC（Akaike information criteria）を，コ

ピュラの選択規準としている．同様の考え方で，包含関係にないモデルの選択への対応も考え

て，BIC（SchwarzのBayesian information criteria）をコピュラの選択規準とする場合もある．

例えば Tsafack [2009]では，AICと BICの双方をコピュラの選択規準に用いている．

2.2.7 コピュラを用いた乱数発生

金融商品の価格やリスクの特性を評価する際，各リスクファクター（確率変数）の分布が個

別に求められれば，あるコピュラを特定することにより，それらの組合せで表現される同時分

布から金融商品の価格やリスクの特性を評価することが可能となる．解析的な評価が難しい場

合でも，求めた同時分布（コピュラと各周辺分布）に従う乱数を発生させ，シミュレーション

によって評価を行うことができる．ここでは，その手順を説明する．

一般に，ある分布関数 F に従う乱数X を発生させるには，[0,1]の一様分布に従う乱数 U を

用いて，X = F−1(U)と変換すればよいことが知られている20．一方，コピュラは，周辺分布
19ここでは，(2.26)式をコピュラの選択規準として用いたが，(2.26)式は，あるコピュラのパラメータが未知であ

る場合に，その推定に用いることもできる．具体的には，(2.26)式を最小化するパラメータを推定量とすればよい．
20この方法を逆関数法と呼ぶ．詳しくは伏見 [1989]を参照．
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として [0,1]の一様分布関数を持ち，特定の依存構造を持つ同時分布関数である．つまり，コ

ピュラ C(u1, . . . , un)に従う一様乱数 U1, . . . , Unを発生させることができれば，任意の周辺分

布関数 Fiで，Xi = F−1
i (Ui)と変換することで，任意の各周辺分布関数 F1, . . . , Fnに従い，か

つ当該コピュラの依存構造を持つ乱数X1, . . . , Xnを発生させることができる．C(u1, . . . , un)

に従う一様乱数 U1, . . . , Unの具体的な発生手順は，コピュラの種類に応じて後述する．

2.3 正規コピュラと tコピュラ

2.3.1 正規コピュラ

(1) 定義

正規コピュラは，多変量正規分布と同じ依存構造を持つコピュラである．確率変数X1, . . . , Xn

が，相関行列を Σとする n変量標準正規分布に従うとき，その分布関数をΦΣ(x1, . . . , xn)と

表すことにする21．n変量標準正規分布の周辺分布は（1変量）標準正規分布であるから，1変

量標準正規分布の分布関数を Φ(·)とすれば，スクラーの定理から，

Pr(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = ΦΣ(x1, . . . , xn) = C(Φ(x1), . . . ,Φ(xn)) (2.27)

のように，各周辺分布関数を結び付けるコピュラ C : [0, 1]n → [0, 1]が一意に存在する．ここ

で，C(u1, . . . , un)を (2.4)式のようにと置けば，これは，(2.27)式を満たしていることを確認

することができ，(2.4)が n変量正規分布のコピュラになっていることがわかる．このコピュラ

は，多変量正規分布の各変量間の依存関係を示していることから，「正規コピュラ」と呼ばれる．

正規コピュラの密度関数 c(u1, . . . , un)は，(2.3)式により，

1

(2π)n/2
√
|Σ|

exp

(
−1

2
x⊤Σ−1x

)
= c(Φ(x1), . . . ,Φ(xn))

n∏
i=1

1√
2π

exp

(
−1

2
x2i

)
(2.28)

という関係を満たす．よって，ω = (ω1, . . . , ωn)
⊤ = (Φ−1(u1), . . . ,Φ

−1(un))
⊤ = Φ−1(u)と置

き，単位行列を Iとすれば，以下を得る．

c(u1, . . . , un) =
1√
|Σ|

exp

(
−1

2
ω⊤ (Σ−1 − I

)
ω

)
, ω = Φ−1(u) (2.29)

正規コピュラを用いれば，周辺分布を 1変量標準正規分布とすることで多変量正規分布が得ら

れる．また，周辺分布を 1変量標準正規分布以外の分布とすることで，多変量正規分布とは異

なる同時分布を得る．

(2) 正規コピュラに従う乱数の発生方法

正規コピュラに従う乱数は次のアルゴリズムで発生させることができる．

1. コレスキー分解法等を用いて，相関行列 Σの n変量標準正規分布に従う乱数 x1, . . . , xn

を発生させる22．

21n変量標準正規分布の分布関数は脚注 2のとおりに表される．
22正規分布に従う乱数の発生方法は伏見 [1989]を参照．
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2. 1変量標準正規分布の分布関数 Φ(·)により，ui = Φ(xi)とする（i = 1, . . . , n）．

i番目の周辺分布を任意の分布（分布関数 Fi）とするとき，各変量の依存構造が正規コピュ

ラに従う乱数を発生させるには，アルゴリズムの 2.で発生させた各 uiを用いて，F−1
i (ui)と

すればよい．

(3) 正規コピュラのパラメータ推定方法

正規コピュラに従う乱数を発生させるには，そのパラメータ（相関行列）Σを別途推定する

必要がある．ここでは，その推定に最尤法を用いる．

正規コピュラの対数尤度関数は，(2.29)式により，ヒストリカルデータの数がN のときには，

次式で与えられる．

l(Σ) = −N
2
ln |Σ| − 1

2

N∑
j=1

ωj⊤(Σ−1 − I)ωj , ωj = Φ−1(uj) (2.30)

この対数尤度関数を相関行列の逆行列 Σ−1で微分すると23，

∂l(Σ)

∂Σ−1
=
N

2
Σ− 1

2

N∑
j=1

ωjωj⊤ (2.31)

となるから，Σの最尤推定量 Σ̂は

Σ̂ =
1

N

N∑
j=1

ωjωj⊤ (2.32)

となる24．以上より，正規コピュラのパラメータは次の手順で求められる．

アルゴリズム（正規コピュラのパラメータ推定）

1. 変量数 n，データ数N の原データ xji（i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N）を，周辺分布ごとに

[0,1]の一様分布 uji = Fi(x
j
i )に変換する．

2. uji を ωj
i = Φ−1(uji )（i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N）により正規分布に従うデータに変換

する．

3. 1
N

N∑
j=1

ωj
iω

j
k（i, k = 1, . . . , n）を計算し，これを推定量 Σ̂i,k（相関行列 Σの i行 k列成分

の推定量）とする．

23Σ（相関行列）は対称行列であるから，Σ−1 も対称行列であり，Σ−1 の余因子を σ̃ij とすると σ̃ij = σ̃ji とな
る．行列式の余因子展開および逆行列の余因子表現を考えれば，以下を得る．

∂(− ln |Σ|)
∂Σ−1

=
∂(ln |Σ−1|)

∂Σ−1
=

1

|Σ−1|
∂|Σ−1|
∂Σ−1

=
1

|Σ−1| ({σ̃ij}) =
1

|Σ−1| ({σ̃ji}) = (Σ−1)−1 = Σ

ここで，({σ̃ij})は σ̃ij からなる行列である．なお，行列の微分演算はMagnus and Neudecker [1999]に詳しい．
24相関行列の対角要素は，定義により 1であるが，(2.32)式で推定された相関行列は，推定誤差を伴うため，対

角要素が 1になるとは必ずしも限らない．そこで，ここでは，先行研究（Bouyé et al. [2000]）に倣い，(2.32)式
で推定された相関行列を便宜的に分散共分散行列とみなすことで，そこから対角要素が 1の相関行列を導出するこ
とにした．
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(4) 正規コピュラの裾の依存

多変量正規分布の分布関数を基に表現される正規コピュラは，実務では，その単純さや取り

扱いの容易さから多用されている．しかし，正規コピュラは，同時分布に正規性を仮定している

ため，実務上，特にリスクファクターの分布の裾での変量間の依存関係を捉え切れない場合が

あるという問題がある．(2.9)式の上側裾依存係数を用いて，この点を考察する．正規コピュラ

の上側裾依存係数は (2.12)式で計算される．相関 ρの 2変量正規分布に従う確率変数 (X1, X2)

は，X2 = xの条件の下で，X1が 1変量正規分布N(ρx, 1− ρ2)に従うことから，

λU = 2 lim
u→1−

Pr(U1 > u|U2 = u) = 2 lim
x→∞

Pr(Φ−1(U1) > x|Φ−1(U2) = x)

= 2 lim
x→∞

Pr(X1 > x|X2 = x) = 2 lim
x→∞

(
1− Φ

(
x− ρx√
1− ρ2

))

= 2 lim
x→∞

(
1− Φ

(
x

√
1− ρ
1 + ρ

)) (2.33)

となる．同様に，下側裾依存係数は，(2.13)式から，

λL = 2 lim
x→−∞

Φ

(
x

√
1− ρ
1 + ρ

)
(2.34)

となる．−1 < ρ < 1の場合には，これらの極限値は 0となる．つまり，正規コピュラでは，上

側，下側のいずれでも漸近独立である25．このことは，正規コピュラでは，リスクファクター

の分布の裾での依存事象とみなすことが可能な事象，例えば，複数のデフォルトの同時的な発

生，関連会社の株価の同時的な大幅変動といった事象を十分に表現しえないことを示唆してい

る．したがって，リスクファクター間で分布の裾での依存関係が強い場合には，正規コピュラ

を用いたリスク計量は必ずしも適当ではないことになる．

2.3.2 tコピュラ

(1) 定義

分布の裾での変量間の依存関係が強い場合に，その依存関係を正規分布よりもうまく表現し

うるコピュラとして，「tコピュラ」を考える．tコピュラは，正規分布よりも厚い裾を持つ分

布である t分布を基にしたコピュラである．具体的には，自由度 ν，相関行列 Σの n変量 t分

布の分布関数26を tν,Σ(·)，自由度 ν の 1変量 t分布の分布関数を tν(·)として，(2.5)式のよう

に定義される．ただし，自由度 ν は 3以上である．tコピュラの密度関数は，(2.3)式により，

ω⊤ = (ω1, . . . , ωn) = (t−1
ν (u1), . . . , t

−1
ν (un))として，次式のように表せる．ここで，Γ(·)はガ

ンマ関数である27．

c(u1, . . . un) =
Γ
(
ν+n
2

) [
Γ
(
ν
2

)]n (
1 + 1

νω
⊤Σ−1ω

)− ν+n
2√

|Σ|Γ
(
ν
2

) [
Γ
(
ν+1
2

)]n n∏
i=1

(
1 +

ω2
i
ν

)− ν+1
2

(2.35)

25ρ = 1では漸近従属となる．
26具体的な関数は脚注 3を参照．
27ガンマ関数の定義は脚注 3を参照．
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(2) tコピュラの裾の依存

分布の裾での tコピュラの依存関係を考察するため，tコピュラの裾依存係数を計算する．自

由度 ν，相関 ρを持つ 2変量 t分布に従う確率変数 (X1, X2)を考える．X2 = xのとき，X1は，

自由度 ν + 1の t分布になり，その平均，分散はそれぞれ E[X1|X2 = x] = ρx，var[X1|X2 =

x] =
(
ν+x2

ν+1

)
(1− ρ2)である．これらの関係を用いれば，上側裾依存係数は，自由度 ν + 1の t

分布の分布関数を tv+1(·)として，(2.12)式より次式で計算される．

λU = 2 lim
x→∞

Pr(X1 > x|X2 = x)

= 2 lim
x→∞

(
1− tν+1

(
x (1− ρ)

√
(ν + 1)

(1− ρ2)(ν + x2)

))

= 2

(
1− tν+1

(√
(1− ρ)(ν + 1)

(1 + ρ)

)) (2.36)

同様に，下側裾依存係数は，(2.13)式より，

λL = 2 lim
x→−∞

(
tν+1

(
x (1− ρ)

√
(ν + 1)

(1− ρ2)(ν + x2)

))

= 2tν+1

(
−

√
(1− ρ)(ν + 1)

(1 + ρ)

) (2.37)

となる．上側下側裾依存係数は，−1 < ρ < 1のとき，0にならない．つまり，tコピュラでは，

2つの変量が上側でも下側でも漸近従属する28．したがって，リスクファクターの分布の裾で

の依存関係が強いときには，依存関係の表現には，上側，下側とも漸近独立となる正規コピュ

ラよりも，tコピュラを用いる方が適当である．

(3) tコピュラに従う乱数の発生方法

tコピュラの各変量間の依存関係は，多変量 t分布の依存関係と等しい．また，多変量 t分布

は，周辺分布が 1変量 t分布であり，かつその依存関係が多変量 tコピュラで表現される分布

であるとみなせる．したがって，多変量 t分布に従う各周辺分布を，それぞれ [0,1]の一様分布

に変換したものが tコピュラに従う変量となる．

多変量 t分布に従う乱数は，多変量正規分布に従う乱数と，自由度 νの χ2分布に従う乱数を

用いることで発生させることができる29．自由度 ν，相関行列 Σを持つ tコピュラに従う乱数

は，次のアルゴリズムによって得られる．

アルゴリズム（tコピュラに従う乱数発生）

1. 相関行列 Σを持つ多変量正規分布に従う乱数 Y1, . . . , Ynを発生させる．

2. Yiとは独立に，自由度 νの χ2分布に従う乱数 Z を発生させる．

28正規コピュラと同様に，ρ = 1では漸近従属である．
29独立に 1変量標準正規分布に従う ν 個の乱数 X1, . . . , Xν を用いれば，Z =

∑ν
k=1 X

2
k が自由度 ν の χ2 分布

に従う乱数となる．
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3. Xi =
√
ν√
Z
Yiを求める（X1, . . . , Xnは自由度 ν，相関行列 Σを持つ t分布に従う）．

4. ui = tν(Xi)を計算する．

(4) tコピュラのパラメータ推定方法

tコピュラに従う乱数を発生させる際には，そのパラメータである νと Σを指定する必要が

ある．以下では，正規コピュラのケースと同様に，ヒストリカルデータから，最尤法によりパ

ラメータ推定を行う方法を検討する．

tコピュラは，自由度 νと相関行列 Σをパラメータとして持つ．それらを同時に推定するこ

とは容易でないので，ここでは，自由度 νに複数の値を外生的に与えたうえで，それぞれの行

列 Σの推定量 Σ̂ν を求める．こうして得られた ν と Σ̂ν の組合せのうち，対数尤度が最大にな

る組合せを最尤推定量とする．

自由度 νが所与のときの対数尤度関数は，データ数をN とすると，(2.35)式により次式で表

せる．

l(Σ, ν) = N

[
ln Γ

(
ν + n

2

)
− ln Γ

(ν
2

)]
+ nN

[
ln Γ

(ν
2

)
− ln Γ

(
ν + 1

2

)]
− N

2
ln |Σ| − ν + n

2

N∑
j=1

ln

(
1 +

ωj⊤Σ−1ωj

ν

)
+
ν + 1

2

N∑
j=1

n∑
i=1

ln

(
1 +

(ωj)2i
ν

) (2.38)

ここで，(ωj)i = t−1
ν ((uj)i)である．これを逆行列 Σ−1で微分すると，

∂l(Σ, ν)

∂Σ−1
=
N

2
Σ− ν + n

2

N∑
j=1

ωjωj⊤

ν + ωj⊤Σ−1ωj
(2.39)

となることから，

Σ̂ν =
ν + n

N

N∑
j=1

ωjωj⊤

ν + ωj⊤Σ̂−1
ν ωj

(2.40)

となる Σ̂ν が自由度 νが所与のときの最尤推定量となる．ただし，この Σ̂ν は，(2.40)式の右辺

に Σ̂ν を含み，解析的に求められないので，数値的な反復計算で求める．

以上から，tコピュラのパラメータは次の手順で求められる．

1. νに外生的に値を与えて，(2.40)式を満たす Σ̂νを求め，(2.38)式により，対数尤度 l(Σ̂ν , ν)

を求める．

2. 1．をさまざまな ν で行い，対数尤度 l(Σ̂ν , ν)を最大化する ν，Σ̂ν を tコピュラのパラ

メータの推定量とする．

上記概略の 1．で (2.40)式を満たす Σ̂ν は解析的には求められないことから，それを数値計

算により求めるとすると，具体的なアルゴリズムは次のようになる．
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アルゴリズム（tコピュラのパラメータ推定法）

1. 原データ（x：n×1行列）を，仮定した周辺分布関数を用いて [0,1]の一様分布 uに変換

する (u = F (x))．

2. 正規分布に従うデータに変換する（w = Φ−1(u)）．

3. 変換後のデータwを用いて相関行列を計算し Σ̂(0)とする．

4. ω = t−1
ν (u)によりデータを自由度 νの t分布に従う確率変数に変換する．

5. 以下の漸化式により Σ̂(m+ 1)を計算し，3．と同様に相関行列に変換する．

Σ̂(m+ 1) =
ν + n

N

N∑
j=1

ωjωj⊤

ν + ωj⊤Σ̂(m)−1ωj

6. 5．を収束するまで反復し，収束値を Σ̂ν とする．

7. 4．から 6．までを，ν = 3, 4, · · · で計算し，対数尤度を最大化する νと対応する Σ̂ν を ν，

Σの推定量とする．

(5) tコピュラのパラメータ推定の数値例

ここでは，上述した tコピュラのパラメータ推定方法の数値例を示す．上記アルゴリズムの

1．で，データを一様分布に変換するための分布を「経験分布」とし，パラメータ推定を行う．

4変量 tコピュラでパラメータ推定を試みる．自由度を ν = 6，相関行列を (2.41)式とする 4

変量 tコピュラに従う乱数を 2,000個発生させる．

Σ =


1.0 −0.6 0.8 0.3

−0.6 1.0 −0.2 0.4

0.8 −0.2 1.0 0.4

0.3 0.4 0.4 1.0

 (2.41)

以下では，この乱数データがパラメータが未知の 4変量 tコピュラに従うとの前提で，このデー

タからパラメータを推定する．自由度 ν = 3, 4, · · · で，Σ̂ν と対数尤度を求める．自由度 νに対

して対数尤度が大きくなる自由度を求めると，自由度 νは 6と推定される．

また，自由度 ν = 6で推定された相関行列 Σ̂ν は，(2.42)式のようになった30．Σ̂ν は，(2.41)

式で仮定した相関行列とほぼ等しいことが確認される．これは，ここで示したアルゴリズムが

有効であることを示唆している．

Σ̂ν =


1.0000000 −0.5940476 0.7853495 0.3217245

−0.5940476 1.0000000 −0.1849204 0.3891923

0.7853495 −0.1849204 1.0000000 0.4020530

0.3217245 0.3891923 0.4020530 1.0000000

 (2.42)

30脚注 24と同様に，推定相関行列の対角要素が 1となるような操作を施している（tコピュラのパラメータ推定
法の 5．を参照）．
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2.4 アルキメディアンコピュラ

2.4.1 アルキメディアンコピュラ

コピュラの 1つのクラスとして，ϕ(1) = 0,∀u ∈ (0, 1), ϕ′(u) < 0, ϕ′′(u) ≥ 0を満たす生成

関数と呼ばれる関数 ϕ(·)を用いて，(2.43)式で表現されるアルキメディアンコピュラがある．

C(u1, u2, . . . , un) = ϕ−1(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(un)) (2.43)

このクラスに属するコピュラは，それに従う乱数を発生させる方法が知られている等，実務的

にも扱いやすいといわれている．本節では，アルキメディアンコピュラの中でもよく使われる

コピュラとして，1パラメータで表現可能なクレイトン，ガンベル，フランクの 3つのコピュ

ラを取り上げる．

2.4.2 アルキメディアンコピュラに従う乱数の発生方法

(1) 逆関数法

コピュラC(u1, . . . , un)に従う乱数の発生方法として，1変量分布に従う乱数の発生法である

「逆関数法」を多変量の場合に拡張することが考えられる．

最初に，2変量（n=2）の場合で検討する．コピュラC(u1, u2)に従う乱数 (u1, u2)を発生させ

る．まず，コピュラC(u1, u2)に関係なく，[0,1]の一様分布に従う乱数 u1を発生させる．次に，

コピュラC(u1, u2)を用いて，u2を構成する．ここで，コピュラC(u1, u2)は確率変数 (U1, U2)

の分布関数であり，密度関数は c(u1, u2)で表されることに注意する．u1が所与のときの u2の

条件付分布関数 C2(u2|u1)は，次式で表される．

C2(u2|u1) ≡ Pr(U2 ≤ u2|U1 = u1) =

∫ u2

0 c(u1, u)du∫ 1
0 c(u1, u)du

(2.44)

C2(u2|u1)は 1変量の分布関数であるから，その逆関数をC−1
2 (·|u1)とすると，逆関数法を用い

て，[0,1]の一様乱数 vで u2 = C−1
2 (v|u1)とすれば，u2を得ることができる．

3変量以上の場合でも，同様の考え方で，各変量u3, . . . , unを得ることができる．Ci(u1, . . . , ui) ≡
C(u1, . . . , ui, 1, . . . , 1)，ci(u1, . . . , ui) ≡ ∂iCi(u1,...,ui)

∂u1∂u2···∂ui
とすれば，

Ci+1(ui+1|u1, . . . , ui) ≡ Pr(Ui+1 ≤ ui+1|U1 = u1, . . . , Ui = ui)

=

∫ ui+1

0 ci+1(u1, . . . , ui, u)du

ci(u1, . . . , ui)

(2.45)

となる．よって，(2.45)式の逆関数C−1
i+1(·|u1, . . . , ui)が逐次的に得られれば，[0,1]の一様乱数

vで ui+1 = C−1
i+1(v|u1, . . . , ui)として，乱数 (u1, u2, . . . , un)を求めることができる．アルキメ

ディアンコピュラで，(2.45)式のCi+1(ui+1|u1, . . . , ui)を計算する．ϕ−1の i階微分を ϕ(−i)と

して，

ci(u1, . . . , ui) = ϕ(−i)(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(ui))
i∏

k=1

ϕ′(uk) (2.46)
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を得るので，さらに ψi ≡ ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(ui)とすると，次式を導出する．

Ci+1(ui+1|u1, . . . , ui) =
∫ ui+1

0 ϕ(−(i+1))(ψi + ϕ(u))ϕ′(u)du

ϕ(−i)(ψi)
=
ϕ(−i)(ψi + ϕ(ui+1))

ϕ(−i)(ψi)
. (2.47)

(2.47)式の逆関数C−1
i+1(·|u1, . . . , ui)が求められれば，上記の手続きで，アルキメディアンコピュ

ラに従う乱数を発生させることができる．しかし，一般には，(2.47)式の逆関数C−1
i+1(·|u1, . . . , ui)

は複雑な形になるため，逆関数法に基づいて乱数を発生させようとすると，重い計算負荷が生

ずるという難点がある．

(2) マーシャル・オルキン法

(2.47)式による逆関数法に比べて，より簡単に乱数を発生させる方法として，マーシャル・

オルキン法がある（Marshall and Olkin [1988]）．Marshall and Olkin [1988]は，同時分布関

数が 1つの潜在変数 θを使って (2.48)式で表せるとき，コピュラに従う乱数を効率的に発生さ

せるアルゴリズムを提案している．

F (x1, x2, . . . , xn) = Eθ[H1(x1)
θH2(x2)

θ · · ·Hn(xn)
θ]

= ζ(ζ−1(F1(x1)) + · · ·+ ζ−1(Fn(xn)))
(2.48)

ここで，ζ(·)は潜在変数 θのラプラス変換である（ζ(s) = Eθ[e
−sθ]）．

アルキメディアンコピュラの場合では，(2.43)式より ζ(·)が生成関数の逆関数 ϕ−1(·)に対応
していることがわかる．ここで，ζ(s) = Eθ[e

−sθ]に注目すると，次式を得る．

ζ(ζ−1(F1(x1)) + · · ·+ ζ−1(Fn(xn))) = Eθ[exp(−(ζ−1(F1(x1)) + · · ·+ ζ−1(Fn(xn)))θ)]

= Eθ[exp(−ζ−1(F1(x1))θ) · exp(−ζ−1(F2(x2))θ) · · · · · exp(−ζ−1(Fn(xn))θ)]

(2.49)

(2.48)式から，

Hi(xi)
θ = exp(−ζ−1(Fi(xi))θ) (2.50)

という対応関係があることがわかる．また，Hi(xi)
θを確率変数とすると，これは [0,1]の一様

分布に従い，(2.48)式の最初の等号関係から，H1(x1)
θ, . . . , Hn(xn)

θ を独立にサンプリングす

ればよいことがわかる．つまり，シミュレーションでアルキメディアンコピュラに従う n変量

の乱数ベクトル (U1, . . . , Un)（Ui = Fi(Xi)）を 1つ発生させるには，次の手続きを用いればよ

いことになる．

アルゴリズム（マーシャル・オルキン法）

1. ラプラス変換 Eθ[e
−sθ]が ϕ−1(s)（=ζ(s)）となるような確率分布に従う潜在変数 θのサ

ンプル θ0を 1つ発生させる．

2. θ0とは独立に [0,1]の一様分布に従う確率変数 I1, . . . , Inを発生させる．

3. i = 1, . . . , nで Ui ← ζ(−θ−1
0 ln(Ii)) として U1, . . . , Unを生成する．

アルキメディアンコピュラに属するコピュラでは，ラプラス変換が ζ(s) = ϕ−1(s)となる潜

在変数 θ0を発生させることができれば，上記のアルゴリズムを用いて，比較的簡単に，乱数を

発生させることができる．
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2.4.3 クレイトンコピュラ

クレイトンコピュラは，Clayton [1978]で示されたコピュラで，α(> 0)をパラメータとして

(2.6)式で表される．

(1) クレイトンコピュラの裾依存係数

2変量（n = 2）のクレイトンコピュラの裾依存係数は，上側では，C(u1, u2)が u1，u2いず

れについても (0, 1)の区間で微分可能な関数であるから，ロピタルの公式を用いて，

λU = lim
u→1−

1− 2u+ C(u, u)

1− u
= lim

u→1−

1− 2u+ (2u−α − 1)−1/α

1− u

= lim
u→1−

−2 + 2u−α−1(2u−α − 1)−1/α−1

−1
= 0

(2.51)

となり，漸近独立である．一方，下側では，

λL = lim
u→0+

C(u, u)

u
= lim

u→0+

(2u−α − 1)−1/α

u
= lim

u→0+
(2− uα)−1/α = 2−1/α (2.52)

となり，α > 0より，漸近従属する．つまり，クレイトンコピュラは，分布の両裾で異なる依

存関係を持っている．

(2) クレイトンコピュラに従う乱数の発生方法

クレイトンコピュラの生成関数はϕ(ui) = u−α
i −1であるので，その逆関数はϕ−1(s) = ζ(s) =

(s+ 1)−1/αで与えられる．一方，標準ガンマ分布G(1/α)に従う確率変数 θのラプラス変換は

ζ(s) = E[e−sθ] = (s+1)−1/αである31．よって，標準ガンマ分布G(1/α)に従う乱数 θ0を発生

させれば32，2.4.2節で示したマーシャル・オルキン法を適用することができる．具体的には，

以下のアルゴリズムでクレイトンコピュラに従う乱数を発生させることができる．

アルゴリズム（クレイトンコピュラに従う乱数発生法）

1. 標準ガンマ分布G(1/α)に従う乱数 θ0を 1つ発生させる．

2. θ0とは独立な [0,1]の一様乱数 I1, . . . , Inを発生させる．

3. i = 1, . . . , nで Ui ← {1− (1/θ0) ln Ii}−1/αとして U1, . . . , Unを生成する．

(3) パラメータ推定方法

クレイトンコピュラに従う乱数を発生させる際には，そのパラメータ αを決める必要がある．

以下では，正規コピュラの場合と同様に，ヒストリカルデータから，最尤法により，このパラ

メータを推定する方法を説明する．

31標準ガンマ分布G(1/α)の確率密度関数は，f(x) = x1/α−1e−x/Γ(1/α)で与えられる．ここで，Γ(1/α)は 1/α

でのガンマ関数（脚注 3を参照）の値である．
32標準ガンマ分布に従う乱数の発生方法は伏見 [1989]を参照．
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n変量クレイトンコピュラの密度関数は，一般に，

∂nC(u1, u2, . . . , un)

∂u1 · · · ∂un
= {

n−1∏
i=1

(1 + iα)}{
n∏

i=1

u−α−1
i }{

n∑
i=1

u−α
i − n+ 1}−1/α−n (2.53)

と表現可能である．データ数をN とするとき，各周辺分布の経験分布関数により一様分布に変

換されたデータを (uj1, . . . , u
j
n)（j = 1, . . . , N）とすると，対数尤度関数 l(α)は次式で表せる．

l(α) = N
n−1∑
i=1

ln(1 + iα)−
N∑
j=1

{(α+ 1) ln(
n∏

i=1

uji ) + (1/α+ n) ln(
n∑

i=1

(uji )
−α − n+ 1)} (2.54)

推定は，(2.54)式の αに関する偏微分係数が 0となる αを求めればよい．しかし，(2.54)式右

辺最終項の αに関する偏微分係数は αの複雑な関数になるため，ここから αを解析的に求める

のは困難である．そこで，(2.54)式を最大化する αを数値計算で求める33．

2.4.4 ガンベルコピュラ

ガンベルコピュラは，Gumbel [1960]で示されたコピュラで，γ(> 1)をパラメータとして

(2.7)式で表される．1.4.2節で考察したように，各変量について最大値を考えたときに，その

同時分布から構成されるコピュラは極値コピュラと呼ばれ，リスク管理上も意義深いコピュラ

であるが，ガンベルコピュラはアルキメディアンコピュラで唯一の極値コピュラであることが

知られている（Genest and Rivest [1989]）．

(1) ガンベルコピュラの裾依存係数

2変量（n = 2）のガンベルコピュラの裾依存係数は，上側では，C(u1, u2)が u1，u2いずれ

についても (0, 1)の区間で微分可能な関数であるから，ロピタルの公式を用いて，

λU = lim
u→1−

1− 2u+ C(u, u)

1− u
= lim

u→1−

1− 2u+ exp{−(2(− lnu)γ)1/γ}
1− u

= lim
u→1−

−2 + 21/γu2
1/γ −1

−1
= 2− 21/γ

(2.55)

となる．γ > 1より λU > 0となるので，上側では漸近従属することがわかる．一方，下側で

は，21/γ > 1より，

λL = lim
u→0+

C(u, u)

u
= lim

u→0+

u2
1/γ

u
= lim

u→0+
u2

1/γ−1 = 0 (2.56)

となる（漸近独立）．つまり，ガンベルコピュラは，分布の両裾で異なる依存関係を持っている．

33推定に統計言語 Rを用いる場合には，最適化（最大化）関数の 1つである optimizeに対数尤度 (2.54)式を適
用することで αが得られる（なお，推定するパラメータが複数のときには，Rでは optimという関数を用いる）．
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(2) ガンベルコピュラに従う乱数の発生法

ガンベルコピュラの生成関数は ϕ(ui) = (− lnui)
γ となるため，その逆関数は ϕ−1(s) =

exp(−s1/γ)で与えられる．マーシャル・オルキン法を適用するには，潜在変数 θのラプラス変

換 ζ(s)が以下の関係を満たせばよい．

ζ(s) = exp(−s1/γ) (2.57)

ラプラス変換が (2.57)式で表されるような確率変数 θが従う分布は，「安定指数 1/γ (0 < 1/γ ≤
1)，歪みパラメータ 1の正値安定分布」となることが知られている34．この分布に従う乱数 θ0

は，[0, π]の一様乱数 V と標準指数分布に従う乱数W を独立に生成し35，

θ0 ←
(
sin((γ − 1)V/γ)

W

)γ−1 sin(V/γ)

sin(V )γ
(2.58)

とすればよい（Kanter [1975]）．したがって，(2.58)式に従って乱数 θ0を発生させて，マーシャ

ル・オルキン法を適用すれば，ガンベルコピュラに従う乱数を発生させることができる．具体

的なアルゴリズムは次のようになる．

アルゴリズム（ガンベルコピュラに従う乱数発生法）

1. [0, π]の一様乱数V と標準指数分布に従う乱数W を独立に発生させ，潜在変数 θ0を (2.58)

式で生成する．

2. θ0とは独立な [0,1]の一様乱数 I1, . . . , Inを発生させる．

3. i = 1, . . . , nで Ui ← exp(−(−θ−1
0 ln(Ii))

1/γ)として U1, . . . , Unを生成する．

(3) ガンベルコピュラのパラメータ推定法

以下では，ヒストリカルデータを用いた最尤法によって，ガンベルコピュラのパラメータ（γ）

を推定する方法を検討する．

まず，2変量の場合で考える．ガンベルコピュラは，

C(u1, u2) = exp(−((− lnu1)
γ + (− lnu2)

γ)1/γ) (2.59)

34一般に，安定指数 α̃，歪みパラメータ β，位置パラメータ µ，尺度パラメータ σ を持つ安定分布は，その確率
変数 X の特性関数が次のように表せる．ここで，iは虚数単位であり，0 < α̃ ≤ 2，−1 ≤ β ≤ 1，σ ≥ 0である．
詳細は Samorodnitsky and Taqqu [1994]を参照．

E[eitX ] =

{
exp[−σα̃|t|α̃{1− iβsign(t) tan(πα̃/2)}+ iµt] for α̃ ̸= 1

exp[−σ|t|{1 + (2/π)iβsign(t) ln t}+ iµt] for α̃ = 1

35標準指数分布の分布関数は F (x) = 1− e−x で与えられるため，それに従う乱数 wは，[0,1]の一様乱数を uと
して，w = F−1(u) = − ln(1− u)で生成することができる．
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と書けるので，密度関数 ∂2C(u1,u2)
∂u1∂u2

は以下のようになる．

∂2C(u1, u2)

∂u1∂u2
=
∂{C(u1, u2)((− lnu1)

γ + (− lnu2)
γ)1/γ−1(− lnu1)

γ−1/u1}
∂u2

=
(− lnu1)

γ−1

u1
× [C(u1, u2){((− lnu1)

γ + (− lnu2)
γ)1/γ−1}2(− lnu2)

γ−1/u2

+ C(u1, u2)((− lnu1)
γ + (− lnu2)

γ)1/γ−2(γ − 1)(− lnu2)
γ−1/u2]

= C(u1, u2)
{(lnu1)(lnu2)}γ−1

u1u2
{(− lnu1)

γ + (− lnu2)
γ}1/γ−2

× [{(− lnu1)
γ + (− lnu2)

γ}1/γ + γ − 1]

(2.60)

これより，対数尤度は，データ数がN の場合，û1 ≡ − lnu1, û2 ≡ − lnu2とすると，

ln

N∏
j=1

(
∂2C(uj1, u

j
2)

∂uj1∂u
j
2

)

=

N∑
j=1

 −((ûj1)γ + (ûj2)
γ)1/γ + ln

{
(ûj

1û
j
2)

γ−1

uj
1u

j
2

((ûj1)
γ + (ûj2)

γ)1/γ−2

}
+ ln{(γ − 1) + ((ûj1)

γ + (ûj2)
γ)1/γ}

 (2.61)

となる．(2.61)式を最大化する γは，数値計算で求められる．

次に，3変量以上のガンベルコピュラでも，同様の手続きで，密度関数と対数尤度を求めら

れる．ただし，n変量の密度関数を一般的な形では表現することができないため，逐次微分し

て密度関数を具体的に求める必要がある．

以下では，3～5 変量のガンベルコピュラの対数尤度関数を示す．表記を簡単にするため，

i = 1, . . . , 5で，ûi ≡ − lnui，ψ
j
i ≡ ((ûj1)

γ + (ûj2)
γ + · · ·+ (ûji )

γ)1/γ と記す．

• 3変量ガンベルコピュラ

ln

N∏
j=1

(
∂2C(uj1, u

j
2, u

j
3)

∂uj1∂u
j
2∂u

j
3

)

=

N∑
j=1

[
−ψj

3 + ln

{
(ûj1û

j
2û

j
3)

γ−1

uj1u
j
2u

j
3

(ψj
3)

1−3γ

}
+ ln{(2γ − 1)(γ − 1) + 3(γ − 1)ψj

3 + (ψj
3)

2}

]
(2.62)

• 4変量ガンベルコピュラ

ln

N∏
j=1

(
∂2C(uj1, u

j
2, u

j
3, u

j
4)

∂uj1∂u
j
2∂u

j
3∂u

j
4

)

=

N∑
j=1

 −ψj
4 + ln

{
(ûj

1û
j
2û

j
3û

j
4)

γ−1

uj
1u

j
2u

j
3u

j
4

(ψj
4)

1−4γ

}
+ ln

{
(3γ − 1)(2γ − 1)(γ − 1) + (11γ − 7)(γ − 1)ψj

4 + 6(γ − 1)(ψj
4)

2 + (ψj
4)

3
}


(2.63)
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• 5変量ガンベルコピュラ

ln

N∏
j=1

(
∂2C(uj1, u

j
2, u

j
3, u

j
4, u

j
5)

∂uj1∂u
j
2∂u

j
3∂u

j
4∂u

j
5

)

=

N∑
j=1


−ψj

5 + ln

{
(ûj

1û
j
2û

j
3û

j
4û

j
5)

γ−1

uj
1u

j
2u

j
3u

j
4u

j
5

(ψj
5)

1−5γ

}
+ ln

{
(4γ − 1)(3γ − 1)(2γ − 1)(γ − 1) + 5(5γ − 3)(2γ − 1)(γ − 1)ψj

5

+5(7γ − 5)(γ − 1)(ψj
5)

2 + 10(γ − 1)(ψj
5)

3 + (ψj
5)

4

}


(2.64)

5変量までのガンベルコピュラのパラメータは，以下のアルゴリズムによって，推定すること

ができる．

アルゴリズム（ガンベルコピュラのパラメータ推定）

1. まず，データ数N，変量数 nの原データ xji（i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N）を，周辺分布

ごとに [0,1]の一様分布系列 uji に変換する (uji = Fi(x
j
i ))．

2. ûji = − lnuji（i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N）を計算する．

3. 対数尤度関数を定義する（変量数 nに応じて，(2.61)～(2.64)式の 1つを選択）．

4. 最大化アルゴリズムにより，対数尤度関数を最大化するパラメータを求める．

ここで，上記のアルゴリズムによる具体的なパラメータの推定事例を挙げる．まず，γ = 4

のガンベルコピュラを用いて，5変量乱数を 1,000個発生させる．次に，ガンベルコピュラのパ

ラメータの値を未知として，この乱数データからパラメータを最尤推定すると，パラメータの

推定値は γ̂ = 3.984となり，真値（γ = 4）にほぼ等しい結果が得られた．

2.4.5 フランクコピュラ

フランクコピュラは，Frank [1979]で示されたコピュラで，δ(> 0)をパラメータとして (2.8)

式で表される．

(1) フランクコピュラの裾依存係数

このコピュラでは，
∂C(u, u)

∂u
=

2e−δu(1− e−δu)

(1− e−δ)− (1− e−δu)2
(2.65)

となることを用いれば，上側裾依存係数，下側裾依存係数は，それぞれ

λU = lim
u→1−

1− 2u+ C(u, u)

1− u
= 2− lim

u→1−

∂C(u, u)

∂u
= 2− 2e−δ(1− e−δ)

e−δ(1− e−δ)
= 0 (2.66)

λL = lim
u→0+

C(u, u)

u
= lim

u→0+

∂C(u, u)

∂u
=

0

1− e−δ
= 0, (2.67)

となる36．つまり，フランクコピュラでは，分布の両裾で漸近独立である．
36(2.65)式のとおり，C(u1, u2)が u1，u2 いずれについても (0, 1)の区間で微分可能な関数であり，(2.66)式の

第 2式は分子，分母ともに u → 1−で 0に収束し，(2.67)式の第 2式は分子，分母ともに u → 0+で 0に収束す
ることから，ロピタルの公式を適用でき，各式の第 3式に展開できる（Rudin [1976]の Theorem 5.13を参照）．
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(2) フランクコピュラに従う乱数の発生方法

フランクコピュラの生成関数は ϕ(uj) = − ln(e−δuj − 1) + ln(e−δ − 1)となり，その逆関数

が ϕ−1(s) = − ln(1 + e−s(e−δ − 1))/δで与えられる．マーシャル・オルキン法を適用するには，

潜在変数 θのラプラス変換が以下のような関係を満たせばよい．

ζ(s) = ϕ−1(s) = − ln(1 + e−s(e−δ − 1))/δ (2.68)

ラプラス変換が (2.68)式で表される確率変数 θの分布は「パラメータ β = 1− e−δ の対数級数

分布（定義域は正の整数）」であることが知られている（Frees and Valdez [1998]を参照）．そ

の確率関数は

Pr[Y = k] =
−1

ln(1− β)
βk

k
(2.69)

で与えられる．

パラメータ β の対数級数分布に従う乱数の発生方法は Kemp [1981]などでいくつかの手法

が考察されている．その中で比較的単純な手法の LB法では，−δ = ln(1− β)と 2つの独立な

[0,1]一様乱数 V , W を用いて，

θ0 ← int[1 +
ln(V )

ln(1− e−δW )
] (2.70)

としてパラメータ βの対数級数分布に従う乱数 θ0を発生させる．ただし，int[·]は小数部分を
切り捨てて整数にする関数である．したがって，フランクコピュラに従う乱数U1, · · · , Unは以

下のアルゴリズムで発生させることができる．

アルゴリズム（フランクコピュラに従う乱数発生法）

1. 2つの [0,1]一様乱数 V , W を独立に発生させ，潜在変数 θ0を (2.70)式で生成する．

2. θ0とは独立な [0,1]の一様乱数 I1, · · · , Inを発生させる．

3. j = 1, · · · , nで Uj ← − ln(1 + I
1/θ0
j (e−δ − 1))/δとして U1, · · · , Unを生成する．

(3) フランクコピュラのパラメータ推定方法

多変量のフランクコピュラのパラメータを推定するためには，対数尤度を計算して，そこか

ら最尤推定量を求めればよい．wi = e−δui − 1と置き，5変量までのフランクコピュラの密度

関数を求めると以下のようになる37．

• 2変量フランクコピュラ

∂2C(u1, u2)

∂u1∂u2
=
−δ(w1 + 1)(w2 + 1)(e−δ − 1)

{(e−δ − 1) + w1w2}2
(2.71)

• 3変量フランクコピュラ

∂3C(u1, . . . , u3)

∂u1 · · · ∂u3
=
δ2(w1 + 1)(w2 + 1)(w3 + 1)(e−δ − 1)2{(e−δ − 1)2 − w1w2w3}

{(e−δ − 1)2 + w1w2w3}3
(2.72)

374変量までの密度関数の式は，Cherubini, Luciano and Vecchiato [2004]にも示されている．
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• 4変量フランクコピュラ

∂4C(u1, . . . , u4)

∂u1 · · · ∂u4
= −δ3(w1 + 1)(w2 + 1)(w3 + 1)(w4 + 1)(e−δ − 1)3

× (e−δ − 1)6 − 4(e−δ − 1)3w1w2w3w4 + w2
1w

2
2w

2
3w

2
4

{(e−δ − 1)3 + w1w2w3w4}4

(2.73)

• 5変量フランクコピュラ

∂5C(u1, . . . , u5)

∂u1 · · · ∂u5
= δ4(w1 + 1)(w2 + 1)(w3 + 1)(w4 + 1)(w5 + 1)(e−δ − 1)4×

(e−δ − 1)12 − 11(e−δ − 1)8w1w2w3w4w5 + 11(e−δ − 1)8w2
1w

2
2w

2
3w

2
4w

2
5 − w3

1w
3
2w

3
3w

3
4w

3
5

{(e−δ − 1)4 + w1w2w3w4w5}5
(2.74)

2.5 コピュラを用いた実証分析

本節では，コピュラを用いたリスク計量の具体的応用例として，(1)貸出ポートフォリオの

信用リスク，(2)株式ポートフォリオの株価変動リスクを算出し，(3)主要国株価指数変動の裾

依存性とコピュラの分析を行う38．

2.5.1 貸出ポートフォリオの信用リスク

N 社の企業への貸出債権から構成されるポートフォリオを考える．時点 0（現在）と 1の 2

時点（1期間）モデルを考える．時点 1での企業 iの企業価値をXiで表し，各企業はXiが一定

の閾値 kiを下回ったときにデフォルトすると考える．つまり，N 社が同時にデフォルトする確

率はPr(X1 ≤ k1, . . . , XN ≤ kN )で与えられる．ここで，N 社が全て同一の格付を有しており，

デフォルト確率 Pr(Xi ≤ ki)は一律 0.5%であるとする．また，企業価値の相関係数 ρ(Xi, Xj)

も一律 ρであるとする．Frey, McNeil and Nyfeler [2001]では，こうした設定のもとで，正規コ

ピュラとさまざまな自由度の tコピュラを想定し，デフォルト先数の分布を算出している．こ

こでは，Frey, McNeil and Nyfeler [2001]を参考に，正規，t（自由度 10），クレイトン，反転

ガンベルの 4種類のコピュラを想定し，N=10,000として，コピュラごとに，デフォルト先数

の分布を算出する．具体的には，まず，1回の試行で 1万変量の一様乱数（[0,1]）を発生させ，

その値がデフォルト確率を下回る変量の個数をデフォルト先数であるとする．次に，これを 10

万回繰り返すことで，デフォルト先数の分布を得る39．

各コピュラのパラメータは，ケンドールのタウ τK が一致するように定める．ここでは，相

関係数 ρが与えられているので，まず，正規，tコピュラで，τK = (2/π) arcsin ρの関係がある

ことを用いて，ケンドールのタウ τK を求める．なお，正規，tコピュラのパラメータは，それ

ぞれ ρ，ρと自由度（10）である．次に，ケンドールのタウ τK を所与として，クレイトン，反

転ガンベルコピュラのパラメータ（それぞれ α，γ）を，α = 2τK/(1− τK), γ = 1/(1− τK)と

いう関係40から算出する．
38この他の応用例としては，資産担保証券等のバスケット型の信用リスク商品がある．具体的には，2.6節のほ

か，Li [2000]; Schönbucher and Schubert [2001]; Schmidt and Ward [2002]; Overbeck and Schmidt [2005]; 小
宮 [2003]等を参照．

39この考え方はコピュラを用いて CDOの評価を行う考え方の基礎となっている．2.6節でより詳細に分析を行う．
402.A節を参照．
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以上の設定により，4種類のコピュラを用いて得られるデフォルト先数の分布を算出する41．

そこから，分位点とその分位点以下のデフォルト先数を表にしたものが表 2.3である42．

表 2.3: デフォルト先数の分布
(a) 相関係数 0.2

0.10% 1% 5% 10% 50% 90% 95% 99% 99.9%

正規 0 0 1 2 20 126 198 435 913

t 0 0 0 0 3 112 244 812 2,070

反転ガンベル 5 8 11 13 21 55 97 467 5,578

クレイトン 0 0 0 0 0 63 208 1179 3,822

(b) 相関係数 0.038

0.10% 1% 5% 10% 50% 90% 95% 99% 99.9%

正規 4 8 14 19 43 90 109 155 227

t 0 0 0 0 9 133 240 586 1,305

反転ガンベル 22 27 31 33 42 56 66 156 1,176

クレイトン 0 0 2 3 26 122 179 343 643

表 2.3より，(1)高い信頼水準（95%～）でのデフォルト先数は，相関係数が大きいほど，多

いこと，(2)特に高い信頼水準（99.9%）でのデフォルト先数は，分布の裾での依存度合いが大

きいコピュラ（t，反転ガンベル，クレイトン）で，非常に多いことがわかる．

2.5.2 株式ポートフォリオの株価変動リスク

次に，株式ポートフォリオを対象に，株価変動リスクをVaR（リスク評価期間：1日）で算

出する．ここでは，同業種間では株価の相関が強いと考えられることから，(1)電機メーカー 5

銘柄（日立製作所，東芝，三菱電機，日本電気，三洋電機）のポートフォリオと，(2)総合商社

5銘柄（伊藤忠商事，丸紅，三井物産，住友商事，三菱商事）のポートフォリオを対象とする．

まず，周辺分布とコピュラのパラメータを推定する．電機 5銘柄では，1999年初～2001年

末の，商社 5銘柄では，2002年初～2004年末の，それぞれ日次収益率データを用いる．

周辺分布には，確率密度関数が次式で表される両側指数分布を用いる．この分布は，分布の

裾が厚いという特徴を有している．

f(x) =
1

2q
exp

(
−
∣∣∣∣x− pq

∣∣∣∣) , q > 0 (2.75)

この分布の平均と分散はそれぞれ p, 2q2であるので，この関係を日次収益率データに適用して

パラメータ p, qを推定する．

電機 5銘柄，商社 5銘柄の日次収益率データから p, qを求めたところ，表 2.4の結果を得た．

推定された p, qを用いた両側指数分布と対応する経験分布の例（日本電気株の日次収益率デー

タ）を図示したのが図 2.4である．両側指数分布が経験分布の裾の特徴を比較的よく捉えてい

41各企業のデフォルト確率が 0.5%，貸出先数が 1万であるため，デフォルト先数の期待値は 50となる．
42相関係数 0.038は，Frey, McNeil and Nyfeler [2001]でも用いられている値である．
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表 2.4: 両側指数分布のパラメータ
(a) 電機 5銘柄

日立製作所 東芝 三菱電機 日本電気 三洋電機

p 0.000438 −0.000509 0.000522 0.000359 0.000820

q 0.018179 0.019241 0.020787 0.021139 0.020076

(b) 商社 5銘柄

伊藤忠商事 丸紅 三井物産 住友商事 三菱商事

p 0.000586 0.001671 0.000470 0.000473 0.000565

q 0.019388 0.021396 0.015097 0.017520 0.014676

ることがわかる．したがって，ここで，周辺分布に両側指数分布を近似的に採用することは妥

当であるといえる．

電機 5銘柄，商社 5銘柄の 2つの株式ポートフォリオに対して，正規，t，反転ガンベルおよ

びクレイトンの 4つのコピュラを用いて，それらのパラメータを推定する．

まず，電機 5銘柄の 1999～2001年日次収益率についてコピュラのパラメータを推定すると，

正規コピュラについては，相関行列 Σが

Σ̂ =


1 0.539405 0.536943 0.569717 0.383190

0.539405 1 0.597219 0.621137 0.414482

0.536943 0.597219 1 0.553996 0.443241

0.569717 0.621137 0.553996 1 0.393412

0.383190 0.414482 0.443241 0.393412 1

 (2.76)

と推定され，tコピュラの自由度 ν，相関行列 Σν は，

ν̂ = 6, Σ̂ν =


1 0.584118 0.571661 0.607913 0.426034

0.584118 1 0.638485 0.667614 0.450915

0.571661 0.638485 1 0.597704 0.477843

0.607913 0.667614 0.597704 1 0.448515

0.426034 0.450915 0.477843 0.448515 1

 (2.77)

と推定され，反転ガンベルコピュラのパラメータ γとクレイトンコピュラのパラメータ αはそ

れぞれ

γ̂ = 1.380645, α̂ = 0.723174 (2.78)

と推定された．

次に，商社 5銘柄の 2002～2004年日次収益率についてコピュラのパラメータを推定すると，

正規コピュラについては，相関行列 Σが

Σ̂ =


1 0.601223 0.619590 0.633444 0.600060

0.601223 1 0.490336 0.515077 0.489257

0.619590 0.490336 1 0.688552 0.692295

0.633444 0.515077 0.688552 1 0.639953

0.600060 0.489257 0.692295 0.639953 1

 (2.79)
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図 2.4: 経験分布と両側指数分布の例（日本電気株）

と推定され，tコピュラの自由度 ν，相関行列 Σν は，

ν̂ = 7, Σ̂ν =


1 0.633637 0.640580 0.655596 0.627849

0.633637 1 0.510512 0.537244 0.517830

0.640580 0.510512 1 0.711757 0.715000

0.655596 0.537244 0.711757 1 0.666125

0.627849 0.517830 0.715000 0.666125 1

 (2.80)

と推定され，反転ガンベルコピュラのパラメータ γとクレイトンコピュラのパラメータ αはそ

れぞれ

γ̂ = 1.512989, α̂ = 0.839844 (2.81)

と推定された．

電機 5銘柄，商社 5銘柄の各株式ポートフォリオは，リスク評価期間の初期時点で，ポート

フォリオ内の各銘柄の価値が等しいとする．表 2.4のパラメータを持つ両側指数分布を周辺分

布として，(2.76)～(2.78)，(2.79)～(2.81)式のパラメータを各種コピュラに適用して，50万回

の試行で日次収益率分布を作成し，VaRと期待ショートフォール（ES）を算出した．それらの

値をリスク評価期間（1日）の初期時点のポートフォリオの価値に対する比率で表示したもの

が，表 2.5である．

表 2.5からは，正規コピュラとその他のコピュラの相違に関して，以下の諸点を指摘すること

ができる．まず，各コピュラの中では，正規コピュラが最小のリスク量を導出している．正規

コピュラは，その他のコピュラに比べ，99.99%の信頼水準では 2～4%ポイント程度低い値を算

出している．また，正規コピュラによるリスク量とその他コピュラによるそれとの相違は，信

頼水準が大きいほど大きい．特に，ESでその傾向が顕著である．
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表 2.5: ポートフォリオのVaRと期待ショートフォール
(a) 電機 5銘柄

コピュラ VaR（99%） VaR（99.5%） VaR（99.9%） VaR（99.99%）
ES（99%） ES（99.5%） ES（99.9%） ES（99.99%）

正規
5.43% 6.27% 8.17% 10.7%

6.61% 7.43% 9.29% 11.7%

t
5.82% 6.86% 9.33% 13.1%

7.34% 8.40% 10.9% 14.3%

反転ガンベル
6.23% 7.46% 10.4% 14.4%

8.03% 9.27% 12.2% 16.3%

クレイトン
6.27% 7.48% 10.3% 14.4%

8.01% 9.23% 12.1% 15.9%

(b) 商社 5銘柄

コピュラ VaR（99%） VaR（99.5%） VaR（99.9%） VaR（99.99%）
ES（99%） ES（99.5%） ES（99.9%） ES（99.99%）

正規
5.10% 5.91% 7.75% 10.1%

6.25% 7.04% 8.81% 11.2%

t
5.39% 6.47% 8.58% 12.1%

6.78% 7.74% 10.0% 13.6%

反転ガンベル
5.75% 6.86% 9.64% 13.1%

7.36% 8.48% 11.1% 14.8%

クレイトン
5.75% 6.87% 9.41% 13.0%

7.34% 8.44% 11.0% 14.6%
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2.5.3 主要国株価変動の裾依存性とコピュラ

ここでは，データとしては，2000年 1月から 2009年 9月までの米国，欧州，日本の株価イ

ンデックス（米国は S&P500，欧州はユーロストックス 50，日本は日経平均）の日次収益率を

用いて，分布の裾依存性と各種コピュラの適合度に関する分析を行う．

(2.16)式で示した下側裾依存性をデータに基づき，周辺分布 F1(·)，F2(·)を経験分布にして，
ノンパラメトリックに推計し，各種コピュラでの計算値と比較する．裾として認識する水準を

5%，1%とした λL(0.05)，λL(0.01)を推計する43．その結果は，表 2.6のとおりである．表で

は，λL(u)の推計値と各コピュラを用いた λL(u)の計算値を表示している．コピュラを用いた計

算値において各コピュラのパラメータについては，まず，ケンドールのタウ τK を推計し，その

ケンドールのタウ τK と一致するパラメータを表 2.2の関係式から求めている．また，tコピュ

ラの自由度は 3あるいは 6で固定している．どの国のペアを見ても，データに基づく推計値は，

正規コピュラでの計算値より高いことが確認できる．5%水準では，米国と欧州の推計値は，自

由度 3の tコピュラの水準に達し，米国と日本の推計値および欧州と日本の推計値は，自由度 6

と自由度 3の tコピュラの間に位置している．1%水準では，いずれの推計値も自由度 6と自由

度 3の tコピュラの間に位置している．このことから，この分析期間においては，正規コピュ

ラでは捉えられない下側裾依存性が存在することが確認できる44．

表 2.6: 株価指数間の下側裾依存性と各コピュラに基づく計算値

推計値 正規 t(6) t(3) 反転ガ クレイ
ンベル トン

米国と欧州 0.39 0.25 0.32 0.37 0.47 0.52

λL(0.05) 米国と日本 0.35 0.20 0.30 0.36 0.40 0.43

欧州と日本 0.24 0.13 0.20 0.25 0.30 0.28

米国と欧州 0.27 0.13 0.24 0.33 0.43 0.51

λL(0.01) 米国と日本 0.29 0.09 0.23 0.32 0.36 0.41

欧州と日本 0.18 0.05 0.14 0.22 0.24 0.23

以上より，日米欧の株価変動は何らかのストレス事象が発生すると下側裾依存性が強まり，

正規コピュラのような裾の依存性の低いコピュラでは株価変動間の相互依存関係を十分に表現

できなくなることが示唆される．一方，そうしたストレス事象発生時の下側裾依存係数は，tコ

ピュラ，反転ガンベルコピュラ，クレイトンコピュラなど下側で漸近従属しているコピュラで

の理論値に近い値になっており，ストレス事象の発生を考慮するには下側で漸近従属している

コピュラでモデル化する必要があると考えられる．

次に，同じデータを用いて，各種コピュラの最尤推計を行い，適合度を比較する．最尤推計

の結果は，表 2.7のとおりである．表 2.7では最尤推計により求めた最大尤度から適合度を評

価するため，パラメータ数 pとサンプルサイズ（観測データの数）N で調整を行ったBICを算

43下側裾依存係数は，推計方法が簡単な反面，観測データのうち数％のデータ（ここでは下側 5%水準ないし 1%水
準）のみから推計を行うため，推計の精度に限界があることは留意する必要がある．

44新谷・山田・吉羽 [2010]では，全期間での推定のほかに過去 1年間を観測期間とした λL(0.05)のローリング
推計を行っており，市場にストレスが発生した時期には，下側裾依存性の弱いコピュラ，例えば，正規コピュラに
基づく計算値では説明できない水準に達している．すなわち，反転ガンベルやクレイトンといった裾依存性の強い
コピュラに基づく計算値に近い水準まで達していることを示している．
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出し，下段の ()で表示している．パラメータの集合をベクトル ξ = (ξ1, . . . , ξp)で表現し対数

尤度を ℓ(ξ)とすると，BICは，求めた最尤推定量 ξ̂を用いて，

BIC = −2 ln ℓ(ξ̂) + p lnN (2.82)

と定義される．BICは値が低いほど適合度が高いことを意味する．どの国のペアを見ても正規

コピュラの適合度は相対的に低いことがわかる．これに対し tコピュラや下側裾依存性の強い反

転ガンベルコピュラの適合度は高いことが確認できる．このように，適合度の観点でも，本分

析期間においては，正規コピュラでは捉えられない下側裾依存性が存在することが確認できる．

表 2.7: 株価指数間のコピュラパラメータと BIC

正規 t 反転ガ クレイ ガン
ンベル トン ベル

ρ ρ ν γ α γ

米国と欧州
0.519 0.520 3 1.539 0.831 1.533

(−785) (−1, 055) (−868) (−695) (−887)

米国と日本
0.443 0.427 5 1.389 0.640 1.366

(−544) (−637) (−583) (−488) (−542)

欧州と日本
0.270 0.273 5 1.220 0.387 1.180

(−183) (−253) (−248) (−217) (−165)

備考: 各セルの上段は各パラメータの最尤推定値，下段の括弧内の値は尤度から求めたBIC．

参考として，コピュラを介さずに直接的に推計した順位相関 τK を導出する一方45，表 2.7で

推計された各パラメータから表 2.2の関係式を用いて順位相関（ケンドールのタウ）を算出す

ると，表 2.8のようになる．どのコピュラのパラメータ推計値も，直接的に推計した順位相関

とほぼ同じ値になることがわかる46．したがって，コピュラの種類によって異なるのは，分布

全体の依存性でなく，表 2.6で確認した裾など分布の一部の依存性の強さであるといえる．

表 2.8: 順位相関 τK の直接推定とコピュラパラメータからの間接推定
順位 正規 t 反転ガ クレイ ガン
相関 ンベル トン ベル

米国と欧州 0.339 0.348 0.348 0.350 0.293 0.348

米国と日本 0.273 0.292 0.281 0.280 0.242 0.268

欧州と日本 0.175 0.174 0.176 0.180 0.162 0.153

以上の結果は，コピュラの適合度を実証分析した先行研究とも整合的な結果である．例えば，

Tsafack [2009]は，米国とカナダの株価指数を用いて各種コピュラの適合度を分析している．具

体的には，1985年 1月から 2004年 12月の 20年間を分析期間として，週次収益率を用いて正

規コピュラ，tコピュラ，反転ガンベルコピュラ，クレイトンコピュラの適合度を AICと BIC

45算出方法は脚注 16のとおりである．
46コピュラのパラメータ推定はここでは最尤推定を採用したが，順位相関を用いた積率法による推定も考えられ

る．例えば，McNeil, Frey and Embrechts [2005]を参照．
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により評価している．その結果，ここでの分析と同様，正規コピュラより反転ガンベルコピュ

ラや tコピュラの適合度が高いことを示している．

2.6 コピュラを用いたCDOの評価

CDOの価値評価は，実務的には正規コピュラを用いたモデルが標準的に用いられている47．

しかし，前述のように，正規コピュラは変数間の裾の依存性を表現できないため，CDOの信用

スプレッド評価に用いた場合，上位トランシェの損失の見積もりが甘くなる可能性がある．本

節では，正規コピュラも含め，さまざまなコピュラを用いて CDOを評価する場合に，コピュ

ラの種類の違いで生じうる評価上の問題を議論する．

稲村・白塚 [2008]や藤井・竹本 [2009]は，標準的な正規コピュラを用いて，5年満期の等額

面，等回収率，等資産相関 ρのCDOやそのトランシェから再証券化されたCDOスクエアード

の損失分布評価を行っている．再証券化された CDOスクエアードについて稲村・白塚 [2008]

は，各トランシェの期待損失の資産相関 ρに対する感応度を求め，上位トランシェでは再証券

化により資産相関 ρに対する感応度が高くなることを示している．

これらの研究と同様の設定のもと，本節では，正規コピュラのほかに，裾での依存性の強い

コピュラ（クレイトンコピュラ，反転ガンベルコピュラ，tコピュラ）や弱いコピュラ（フラン

クコピュラ）を用いることで各トランシェの期待損失率評価の違いを考察する．

2.6.1 1期間構造モデルとコピュラ

コピュラを用いた評価法では，n個の債務からなる CDOプールの第 j 債務の満期における

資産状態変数をXj として評価を行う．各状態変数の分布関数を Fj(x)として，Uj = Fj(Xj)

と変数変換すると，Uj は一様分布に従うが，この確率変数 Uj が，設定した満期までのデフォ

ルト確率 pよりも低いか否かで各債務のデフォルトを判定する．このとき，多変量一様確率変

数 (U1, . . . , Un)の同時分布関数が設定したコピュラ関数となる．

例えば，正規コピュラモデルは，相関行列Σを持つ正規コピュラで上記の評価を行ったもの

である．正規コピュラモデルの中でも最も単純で代表的なモデルである 1ファクターシングル

インデックス正規コピュラモデルは，n個の債務からなる CDOプールの第 j 債務の状態変数

（第 j債務者の資産状態変数）を

Xj =
√
ρV +

√
1− ρεj (2.83)

と置いてモデル化する．ただし，V と εj は独立に標準正規分布に従う確率変数であり，ρ > 0

である．状態変数は満期 T での資産状態を表しているものと考えられ，満期 T で状態変数Xj

が負債の状態を表す閾値Kj を下回っていればデフォルトと考える．すなわち，（1変量）標準

正規分布の分布関数を Φ(·)として，

p = Pr(Xj ≤ Kj) = Φ(Kj) (2.84)

となることから，デフォルト閾値は

Kj = Φ−1(p) (2.85)
47CDO評価法については，さまざまな種類のコピュラを用いた方法を含め，室町 [2007]が詳しい．
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で与えられるが，このデフォルトの判断Xj ≤ Kj は，

Uj = Φ(Xj) ≤ p (2.86)

と同値であり，コピュラモデルの特殊ケースになっていることを確認できる．

正規コピュラ以外のコピュラに従うモデルを考える場合は，想定するコピュラに従う多変量

一様確率変数 (U1, . . . , Un)を構成し，第 j 債務のデフォルトは (2.86)式のように Uj ≤ pの成

否で判断すればよいということになる．

2.6.2 等質なCDOの評価法

参照債務数 nの等質な CDOプールを考える．すなわち，CDOプールの額面を 1に標準化

し，各参照債務のエクスポージャーは等しく 1/nとする．各参照債務の満期までのデフォルト

確率は一定で p，各参照債務のデフォルト時損失率（1−回収率）も一定で LGD，参照債務間

の資産状態変数の相関は一定で ρ (> 0)とする．

CDOプールの損失率 L（L ∈ [0, 1]）は，第 j債務のデフォルト事象を Uj ≤ pと表現できる
ことから，

L =
LGD

n

n∑
j=1

1{Uj≤p} (2.87)

と表現される．各トランシェの期待損失率や信用スプレッドの評価は，デフォルト件数の評価

に帰着する．デフォルト件数は数値積分によっても評価できるが，ここでは，より一般的なア

プローチとして，検討するコピュラに従う乱数を用いて各債務の損失をシミュレーションによっ

て評価する方法を採用する．

まず，CDOプールの期待損失率について考える．各債務のデフォルト時損失率（1−回収率）
は一定でLGDで与えられるとし，CDOプール全体の元本は 1であるとする．シミュレーショ

ンの第 i番目のパスでの乱数を (U
(i)
1 , . . . , U

(i)
n )で表記すると，第 i番目のパスでの CDOプー

ルの損失率は

L(i) =
LGD

n

n∑
j=1

1{U(i)
j ≤p} (2.88)

で表現されるため，N 個のパスによるシミュレーションで CDOプールの期待損失率は

E[L] =
1

N

N∑
i=1

L(i) =
LGD

Nn

N∑
i=1

n∑
j=1

1{U(i)
j ≤p} (2.89)

と評価される48．ここで，アタッチメントAM，デタッチメントDM のトランシェM を考える

と，その損失率は

LM =
max(L−AM , 0)−max(L−DM , 0)

DM −AM
(2.90)

で与えられる．この損失率の期待値は，(2.88)式を用いて

E[LM ] =
1

N

N∑
i=1

max(L(i) −AM , 0)−max(L(i) −DM , 0)

DM −AM
(2.91)

48こうしたアプローチは，2.5.1節で示した与信ポートフォリオの評価モデルと同じである．なお，2.5.1節では，
与信ポートフォリオの損失分布について期待値だけではなく分位点（value-at-risk）も算出しコピュラの違いの影
響を計測している．また，小宮 [2003]は，正規コピュラと反転ガンベルコピュラの違いが各トランシェの損失率に
及ぼす影響を考察している．
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と評価される．各トランシェの信用スプレッドは後掲 (2.96)式にこの (2.91)式を代入して評価

される．次に，(2.90)式の損失率で与えられる同額のトランシェM をK個参照するCDOスク

エアードを評価する場合には，K 個のトランシェM が参照する末端債務に重複がないと仮定

するならば，Kn変量の乱数 (U
(i)
1,1, . . . , U

(i)
1,n, . . . , U

(i)
K,1, . . . , U

(i)
K,n)を用いて評価を行う．第 i番

目のパスでの当該 CDOスクエアードのプールの損失率 L
sq,M,(i)
K は，

L
sq,M,(i)
K =

1

K

K∑
k=1

max(L
(i)
k −AM , 0)−max(L

(i)
k −DM , 0)

DM −AM
(2.92)

ただし，

L
(i)
k =

LGD

n

n∑
j=1

1{U(i)
k,j≤p} (2.93)

で与えられ，CDOスクエアードのアタッチメントAS，デタッチメントDS のトランシェSの

損失率 L
sq,M
S の期待値は

E[L
sq,M
S ] =

1

N

N∑
i=1

max(L
sq,M,(i)
K −AS , 0)−max(L

sq,M,(i)
K −DS , 0)

DS −AS
(2.94)

で与えられる．

このようにして得られたCDOおよびCDOスクエアードの各トランシェの損失率を用いて，

市場取引されるプレミアムを評価する．簡単化のため，市場はリスク中立的であるとし，CDO

トランシェのプロテクションの売り手はプレミアムを定期的に受け取るのではなく，割引債形

式のスプレッドとして期初に一括して受け取るものとして評価する．すなわち，満期でのCDO

プールの損失率を Lとし，トランシェM の信用スプレッド sM は無リスク金利を rとして

e−(r+sM )T = (1− E[LM ])e−rT (2.95)

を満たすことから

sM = − 1

T
ln(1− E[LM ]) (2.96)

で与えられる．CDOスクエアードのトランシェについても同様に信用スプレッドを定義でき

る．取引される CDOの満期は通常 5年程度であり，この信用スプレッドは取引対象のトラン

シェの期待損失率を連続複利表示の年率で表示したものと解釈できる．

2.6.3 コピュラの違いがCDOの評価に及ぼす影響

コピュラの違いがCDOの評価に与える影響を考察するため，2.2節で示した (1)正規，(2)t，

(3)反転ガンベル，(4)クレイトン，(5)フランクの 5つのコピュラを比較する．等質なCDOを

評価するため，(1)，(2)の正規コピュラ，tコピュラでは相関行列のすべての非対角要素が一定

の ρであるとする．(2)の tコピュラでは自由度については先験的に与え，具体的には 20，6，

3の 3種類を考える．したがって，対象とするコピュラはすべて 1パラメータとなる．

資産価格のヒストリカルデータを用いて価格変動間のコピュラのパラメータを決定すること

を考えると，パラメータは 2.5.2, 2.5.3 節で考察したように対象となる観測期間全てのデータ

を用いて最尤推計等により求めたり，あるいは，パラメータが 1つだけであれば順位相関に合
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わせてパラメータを求めることができる．ここでは，順位相関としてケンドールのタウに合わ

せてパラメータを求めることとする．

考察する等質なCDOの具体的な設定は，稲村・白塚 [2008]と同様に参照債務数：n＝ 100，

満期：T =5（年）とし，各債務については一般的な回収率の設定（40% 一定）と比較的高め

なデフォルト確率（5年で 5%）を考える．典型的な正規コピュラの ρとしては 0.15を考える．

このとき，ケンドールのタウ τK は 0.096であり，この順位相関を持つ各コピュラのパラメー

タはクレイトンコピュラ：α = 0.21，反転ガンベルコピュラ：γ = 1.11，フランクコピュラ：

δ = 0.87で与えられる49．トランシェの分け方は，典型的な ρ = 0.15の正規コピュラを想定し

た場合にスーパーシニアがAAA格以上，シニアがAA～AAA格程度，メザニンがBBB～A格

程度を確保できるよう表 2.9のようにトランチングする．

表 2.9: CDOのトランチング
トランシェ エクイティ メザニン シニア スーパーシニア

アタッチメント 0% 6% 18% 36%

デタッチメント 6% 18% 36% 100%

このとき，各トランシェの期待損失率から計算される (2.96)式のスプレッドは表 2.10のよう

になる．以下すべてのシミュレーションは 100万回のパスで評価している．tコピュラについ

ては自由度 20，6，3での結果が，それぞれ t(20)，t(6)，t(3)の行に示されている．表 2.10よ

り，下側裾依存性の弱いフランク，正規コピュラではエクイティのスプレッドを高めに推定す

るものの，シニア，スーパーシニアといった上位トランシェのスプレッドについては低めに推

定してしまうことがわかる．例えば，シニアのスプレッドは正規コピュラでは 0.65であるのに

対し，自由度 3の tコピュラでは 21.81，反転ガンベルコピュラでは 19.04となっており，裾依

存性の認識の差が上位トランシェのリスク認識に大きな違いを生じさせることがわかる50．

図 2.5は，CDOの各トランシェについて，想定するコピュラの種類ごとに，参照資産の順位

相関を変えた場合にスプレッドの評価値がどのように変化していくかを図示したものである．

横軸は順位相関を正規コピュラの相関 ρに換算して表示しており，縦軸は各コピュラに基づき

計算されたスプレッドを表している．

図 2.5より，エクイティでは裾依存性の弱いフランクや正規コピュラでのスプレッドが高い

が，シニアでは裾依存性の弱いフランクや正規コピュラでのスプレッドは低く見積もられるこ

とがわかる．相関 ρに対する感応度の観点では，エクイティではどのコピュラでも相関の上昇に

伴いスプレッドは下落している一方，上位のトランシェでは相関の上昇に伴いスプレッドは上

昇している51．仔細にみると，メザニントランシェでは相関 ρが 0.05と低いときに正規コピュ
49tコピュラのケンドールのタウ τK は，表 2.2で示しているように自由度 ν に依存せず，正規コピュラと同じ形

式で表現される．このため，t(20)，t(6)，t(3)ともに ρ = 0.15のケースが τK = 0.096に対応する．
50Burtschell, Gregory and Laurent [2009] でも，同じようにコピュラを用いた CDO 評価法の比較を行ってい

る．ただし，Burtschell, Gregory and Laurent [2009]ではコピュラ間の比較に際して順位相関を一致させるので
はなく，1パラメータのコピュラについてエクイティのスプレッドが等しくなるようにパラメータを設定し，上位
トランシェの市場価格を説明できるモデルを考察している．すなわち，1つのパラメータで全てのトランシェの市
場価格を説明できるコピュラモデルはどのモデルかを検討している．一方，本節の分析はトランシェの市場価格を
所与とするのではなく，各債務の状態を表す資産状態変数の順位相関が株価の過去の変動などに基づいて推定され
るような場合に，コピュラによってトランシェの市場価格がどのように変化するかという観点から考察している．

51小宮 [2003]でも指摘されているように，相関に対する感応度の観点では，相関を強めることに伴い上位のトラ
ンシェに損失リスクがより多く配分される結果として，エクイティのスプレッドは下落する．一方，シニアでは，相
関を強めると損失リスクがより大きく及ぶこととなりスプレッドは上昇する．
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図 2.5: 相関に応じたスプレッド

備考: 横軸は順位相関を正規コピュラの相関 ρに換算して表示したもの．縦軸は対応する各
コピュラに基づくスプレッドの評価値（単位：bp）
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表 2.10: 各トランシェのスプレッド（ρ = 0.15）単位：bp

コピュラ エクイティ メザニン シニア スーパーシニア

正規 1,147.43 63.38 0.65 0.000

t(20) 1,061.07 86.94 2.33 0.002

t(6) 899.52 127.82 9.11 0.043

t(3) 735.55 165.40 21.81 0.196

反転ガンベル 1,018.34 59.01 19.04 2.685

クレイトン 860.61 135.77 12.65 0.099

フランク 1,324.02 15.54 0.00 0.000

ラではほぼ 0のスプレッドを算出してしまうが，下側裾依存性の強い自由度 3の tコピュラで

は 150bp程度と非常に高いスプレッドを算出する52．シニアトランシェでは自由度の低い tコ

ピュラや反転ガンベルではスプレッドが高く見積もられ，相関 ρの高まりに対してほぼ線形に

スプレッドが上昇するが，正規コピュラや自由度の高い tコピュラでは下に凸の形状となって

おり，相関 ρの高まりに対して期待損失率の認識が急激に高まることを示唆している53．

ここで，各トランシェを期待損失が一定の金額になるように保有することを考える．スプレッ

ドが小さいときにはそのトランシェについて多額の元本を保有することになる．このとき，相

関 ρが変化したときのスプレッド変化率が大きいと，元本が多額であることから期待損失額の

見積もりも大きくなる．そうした状況で当該トランシェを保有し続けるには，多額の資金を調

達する必要が生じてしまう．そこで，図 2.5の結果を用いて相関 ρを 0.05上昇させた際のメザ

ニンおよびシニアにおけるスプレッドの変化率をフランク以外のコピュラについてみると，表

2.11のとおりとなる54．例えば，シニアの ρ = 0.15での正規コピュラの値 7.74は，ρ = 0.15

のスプレッドと ρ = 0.10のスプレッドとの比である．この表から，正規コピュラに基づくスプ

レッド変化率が相対的に大きいことがわかる．すなわち，正規コピュラモデルが他の t，反転

ガンベル，クレイトンといった下側依存性の強いコピュラに基づくモデルに比べて相関 ρの変

化に対して脆弱な判断を導きやすいと考えられる55．

2.6.4 コピュラの違いがCDOスクエアードの評価に及ぼす影響

コピュラの違いが CDOスクエアードの評価に及ぼす影響を考察するため，2.6.3節で検討

した CDOのメザニンのトランシェを 10個参照する再証券化商品（CDOスクエアード）を構

52tコピュラでは相関 ρが 0に近づいたときに，変量間は無相関になるものの独立になるわけではない．これは
システマティックファクターと個別ファクターそれぞれに t分布を考えた状態変数で表現される double-tコピュラ
と異なる点である．詳細は 2.B節を参照．

53Burtschell, Gregory and Laurent [2009]では脚注 50のような比較を正規，t，クレイトンなどのコピュラに
ついて行い，これら 3 つのコピュラでは上位トランシェの市場価格評価にあまり違いが生じなかったとしている．
このことは，図 2.5でエクイティのスプレッドを 800bpに合わせるようにパラメータを設定したと仮定して，上位
トランシェのスプレッドをコピュラ間で比較することによっても確認できる．このとき，Burtschell, Gregory and

Laurent [2009]では検討されていない反転ガンベルの結果は正規，t，クレイトンの結果とは異なり，メザニンのス
プレッドを相対的に低く，シニア，スーパーシニアのスプレッドを相対的に高く見積もることがわかる．

54フランクコピュラでは，考察している相関の範囲ではシニアのスプレッドがほとんど 0となり，相関の変化に
関するスプレッド変化率を求められないため，分析から除外した．

55同様の感応度分析は 2.6.4節で扱う CDOスクエアードについても行うことができる．その結果の詳細は省略
するが，定性的には，本小節の CDOに対する分析結果と同様である．
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表 2.11: 相関の変化に対する CDOトランシェのスプレッド比率

ρ 正規 t(20) t(6) t(3) 反転ガ クレイ
ンベル トン

メザニン

0.1 2.29 1.48 1.15 1.04 1.76 1.91

0.15 1.55 1.29 1.10 1.04 1.36 1.33

0.2 1.34 1.20 1.09 1.02 1.25 1.16

0.25 1.22 1.15 1.07 1.03 1.14 1.09

0.3 1.16 1.11 1.06 1.01 1.12 1.04

0.35 1.12 1.08 1.04 1.01 1.09 1.02

0.4 1.09 1.06 1.02 1.01 1.07 1.00

0.45 1.06 1.05 1.02 1.00 1.05 0.98

0.5 1.05 1.04 1.02 1.01 1.04 0.99

シニア

0.1 158.60 6.48 2.10 1.45 1.96 15.40

0.15 7.74 3.25 1.70 1.33 1.51 3.08

0.2 3.35 2.13 1.50 1.26 1.34 1.91

0.25 2.26 1.77 1.37 1.21 1.20 1.53

0.3 1.79 1.52 1.30 1.15 1.20 1.32

0.35 1.54 1.40 1.24 1.16 1.15 1.24

0.4 1.43 1.32 1.19 1.12 1.12 1.17

0.45 1.33 1.27 1.18 1.11 1.12 1.11

0.5 1.29 1.23 1.16 1.10 1.09 1.11
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成し，スプレッドの評価を行う．この CDOスクエアードが参照するトランシェを構成する各

CDOプール（インナー CDO）はそれぞれ 100個の債務から構成されるとする．CDOスクエ

アードを以下のように 3つのトランシェに分ける．

表 2.12: CDOスクエアードのトランチング
トランシェ エクイティ メザニン シニア

アタッチメント 0% 20% 80%

デタッチメント 20% 80% 100%

まず，インナー CDOが参照する債務には重複がないものとする．すなわち，CDOスクエ

アードが参照している末端の債務は総計で 1,000個あるとし，各債務の状態変数は，(1)正規，

(2)t，(3)ガンベル，(4)反転ガンベル，(5)クレイトンの 5種類のいずれかのコピュラで関係付

けられているとする．基本ケースとして正規コピュラの相関 ρを 0.15として，表 2.12に示した

トランシェのスプレッドを各コピュラに基づき評価すると表 2.13のようになる．シニアについ

ては，この例のようにアタッチメントを 80%と高水準に設定しても，正規コピュラで 3.22bp，

正規以外の下側裾依存性の強いコピュラではさらに 1桁大きいスプレッドとなるなど，高めの

期待損失率が見込まれる点が特徴的である．この点，同じ CDOスクエアードについて，後掲

2.6.6節のような簡便な評価手法を適用すると，本小節の評価結果に比べ著しく小さな期待損失

と評価されるのと対照的な結果である．

表 2.13: CDOスクエアードの各トランシェ・スプレッド（ρ = 0.15）単位：bp

コピュラ エクイティ メザニン シニア

正規 217.87 34.02 3.22

t(20) 257.25 58.46 10.06

t(6) 303.95 104.45 31.51

t(3) 324.82 147.91 61.82

反転ガンベル 113.11 50.53 29.70

クレイトン 306.63 115.52 39.63

フランク 78.85 0.00 0.00

次に，図 2.5と同様に相関を変化させたときに，CDOスクエアードの各トランシェのスプ

レッドが考察対象のコピュラごとにどのように変化していくかをみると，図 2.6のようになる．

横軸は，図 2.5と同様に，順位相関を正規コピュラの相関 ρで換算した表示となっている．メザ

ニンおよびシニアをみると，相関 ρの上昇に伴うスプレッドの上昇度合いは，フランクコピュ

ラを除くと正規コピュラが一番大きいようにみえる．

2.6.5 CDOスクエアードにおける末端参照債務の重複度の影響

CDOスクエアードは，参照するトランシェがさらに多くの銘柄から構成されるCDO（イン

ナー CDO）で構成されるため，参照している末端参照債務数は非常に大きな数となる．この

場合，実際にはそれだけ多数の末端参照債務が全て相異なるとは限らず，暗黙のうちにいくつ
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図 2.6: 相関に応じた CDOスクエアードのスプレッド

備考: 横軸は順位相関を正規コピュラの相関 ρに換算して表示したもの．縦軸は対応する各
コピュラに基づくスプレッドの評価値（単位：bp）
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かの債務を重複して参照している可能性がある．こうした重複が存在すると，想定した相関よ

りも実質的に高い相関が発生してしまっている可能性がある56．

そこで，ここでは各 100銘柄を参照している 10個のインナーCDOについて，100銘柄のう

ちm銘柄は互いに共通の債務を参照していると想定する．正規コピュラの相関 ρについては基

本ケースの 0.15で考え，重複している銘柄数mを 0から 100まで変化させたとき，各トラン

シェのスプレッドがどのように変化していくかを図示すると図 2.7のとおりとなる57．図 2.7よ

り，エクイティでは重複銘柄数の増加に伴い損失率が減少するのに対し，メザニンとシニアで

は重複銘柄数の増加に伴い損失率が増大することがわかる．これは，エクイティでは相関の上

昇に伴い損失率が減少する一方，シニアでは相関の上昇に伴い損失率が増加するという図 2.5

の現象と同じであり，重複銘柄数の増加は実質的な相関の上昇を意味していることがわかる．

また，シニアについてコピュラごとに重複銘柄数の増加に伴うスプレッド比率の増加をみると，

正規コピュラでは完全重複でほぼ 2倍のスプレッドとなる一方，裾依存性の強いコピュラにつ

いてはスプレッド比率の増加は相対的に抑えられていることがわかる．

2.6.6 末端参照債務を考慮しないCDOスクエアード評価との比較

2.6.4, 2.6.5節では，CDOスクエアードの損失評価に際して，末端参照債務の相互依存関係

を考慮して評価を行ったが，より簡便な評価方法としては，CDOスクエアードが参照してい

る各 CDOトランシェをそれぞれ 1つの債務とみなして評価を行うことも考えられる．本小節

では，そのような簡便な評価を行った場合に CDOスクエアードの各トランシェの期待損失率

がどう評価されるかを考察する．

2.6.4, 2.6.5節で扱ったCDOスクエアードでは，メザニントランシェ10個を参照しているが，

末端参照債務を考慮せず，このメザニントランシェと同一のデフォルト確率，回収率を持つ 10

個の債務についてCDOを構成したと考えて評価を行う．表 2.10より ρ = 0.15の正規コピュラ

でのメザニンのスプレッドは sM= 63.38 (bp)と与えられている．これを踏まえ，CDOスクエ

アードの参照資産について，満期 T = 5（年），LGD = 0.6（回収率 40%）として，5年間の

デフォルト確率を算出すると，

p = (1− e−sMT/10000)/LGD ∼= 5.20% (2.97)

となる．このデフォルト確率を有する債務 10個を参照する CDOとして，CDOスクエアード

の各トランシェの信用スプレッドを評価する．その際，相関 ρは 0.15とし，正規コピュラに基

づき評価を行う．また，同様に，自由度 20，6，3の tコピュラ，反転ガンベルコピュラ，クレ

イトンコピュラ，フランクコピュラの各コピュラについても表 2.10で得られているスプレッド

を (2.97)式で 10個の債務のデフォルト確率に変換し，相関 ρ = 0.15で各コピュラに基づいて

CDOスクエアードを評価すると，表 2.14のとおりとなる．

表 2.14と表 2.13を比較すると，フランクコピュラ以外では，末端参照債務を考慮した場合

よりもメザニンとシニアを大幅に過小評価してしまうことがわかる．特に，表 2.14では，シニ

アについてはどのコピュラでも評価しても末端参照債務を考慮しない場合には期待損失率をゼ

ロとしか評価できず，リスクを過小評価してしまうことがわかる．
56池上 [2005]やWhetten and Adelson [2005]でも CDOスクエアードの重複度に注目し，正規コピュラを用い

てその効果を検証している．
57フランクコピュラについては，メザニンおよびシニアでは重複のないケースでのスプレッドが 0となってしま

い比率を定義できないため，分析から除外している．
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図 2.7: 重複銘柄数に対する各トランシェのスプレッドの変化

備考: 横軸は重複銘柄数（0～100）．縦軸は重複銘柄数 0のケースを基準としたスプレッド
の比率．各コピュラについて正規コピュラの ρ = 0.15と同じ順位相関で算出．
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表 2.14: 末端参照債務を考慮しない場合のスプレッド（ρ= 0.15） 単位：bp

コピュラ 5年デフォ エクイティ メザニン シニア
ルト率 p

正規 5.20% 334.62 1.72 0.00

t(20) 7.09% 458.92 5.40 0.00

t(6) 10.32% 667.44 17.55 0.00

t(3) 13.23% 845.49 35.75 0.00

反転ガンベル 4.85% 284.80 8.48 0.00

クレイトン 10.94% 697.67 23.08 0.00

フランク 1.29% 765.89 6.97 0.00

備考: 5年デフォルト確率 pは表 2.10の各コピュラに基づくメザニンスプレッド sM を (2.97)

式でデフォルト確率に変換したもの．

2.7 コピュラを巡るいくつかの留意点

本節では，コピュラを用いた分析を行ううえでの留意点として，(1)タイデータが存在する

ときの周辺分布の扱い，(2)変量間の負の依存関係の表現，(3)tコピュラによる正規コピュラ

の近似精度，を説明する．

2.7.1 タイデータが存在するときの周辺分布の扱い

コピュラのパラメータを推定する際には，周辺分布に何らかの分布を仮定する．周辺分布と

して経験分布を仮定する場合には，データにタイデータ（同一の値）が存在する可能性に留意

する必要がある．

例として，トヨタ株とホンダ株の 2001年 1月～2004年 12月の日次終値対数収益率を経験分

布に変換し，トヨタ株の収益率経験分布値を横軸に，ホンダ株のそれを縦軸としてプロットし

たものが図 2.8である．

図 2.8では，株価の終値が複数日にわたり同一である場合があり，それに伴い収益率 0とい

う複数のデータが存在する．このため，図 2.8では，トヨタ株でもホンダ株でも，図の縦横中

央付近に，データが直線状に並んでいる箇所がある58．したがって，これらの周辺分布は，[0,1]

の一様分布には必ずしも従っていないことになる．

[0,1]の一様分布に従わないということになると，それを前提としたコピュラのパラメータ推

定が適切に行われなくなる可能性があることになる．このため，データの分布を予めチェックし

て，タイデータが多いと判断するならば，周辺分布に経験分布をそのまま用いることなく，例

えば，経験分布の平滑化を行う等の，各変量の周辺分布関数の値が [0,1]の一様分布に従うよう

にするための操作を加えることが考えられる．
58データを経験分布に変換する際には，データに大きさ順に番号を振り，その番号に従って [0,1]の区間に等間隔

にデータを並べていく．このとき，タイデータがあると，そのデータには同じ番号が振られることになるため，2

変量の場合では，図 5のように縦横に直線状のデータの並びがみられる．また，この場合，直線状のデータの並び
に隣接して，データがない空白の部分が生じる．これは，次の背景による．例えば，100個のデータがあるとして，
値の大きさ順に上から 50番目となるデータが 10個あるとする．仮に，この 10個のデータに全て 50番の番号を付
すとすると，51～59の番号を持つデータはなく，10個のデータの次に値が小さいデータには 60番の番号が付く．
よって，空白部分が生じる．
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図 2.8: 経験分布変換後の散布図（横軸：トヨタ，縦軸：ホンダ）

2.7.2 変量間の負の依存関係の表現

正規，tコピュラは，相関行列を用いて，変量間の負の依存関係を柔軟に表現可能である．一

方，任意の 2変量に注目したとき，負の依存関係が表現できるとは，(−1, 0)の負の順位相関を
表現できることとすると，本章で扱った 3つのアルキメディアンコピュラについては，コピュ

ラの関数形を変えずにパラメータの範囲を拡張することで負の依存関係を表現できるものとで

きないものがある．まず，ガンベルコピュラではパラメータの範囲を変えることでは負の依存

関係を表現することはできない59．フランクコピュラ，クレイトンコピュラについては，パラ

メータをそれぞれ δ < 0，−1 < α < 0と設定することで負の依存関係を表現できる60．

また，3変量以上のデータをガンベル，フランク，クレイトン等の 1パラメータのコピュラ

で捉えようとすると，柔軟な依存構造を実現することは不可能である．こうしたことから，多

変量データの負の依存構造を含めて依存構造を柔軟に設定する必要があるときは，正規，tコ

ピュラ等の相関行列を用いるコピュラを使う方が望ましいと考えられる．

2.7.3 tコピュラによる正規コピュラの近似精度

t分布は，自由度が大きくなると正規分布に収束する．同様に，tコピュラは，自由度が大き

くなると正規コピュラに収束する．

しかし，コピュラの変量数が大きいほど，tコピュラと正規コピュラの相違が大きいことが，

Chen, Fan and Patton [2004]で示されている．ここでは，2.5.2節の貸出ポートフォリオの信

用リスク量の算出事例（変量数は 10,000）を用いて，変量数が大きいときの，正規コピュラと

tコピュラ（自由度 40）との相違を考察する．相関係数に，0.1，0.3，0.6の 3つを与えて，そ

れぞれ，デフォルト先数の分布を求め，各信頼水準でのデフォルト先数を算出した（表 2.15）．
59パラメータを γ < 1にすると，∂2C(u1, u2)/∂u1∂u2 で表現される密度関数に負になる部分が生じ，同時分布

関数としてのコピュラの性質を満たさなくなる．
60クレイトンコピュラでは，生成関数を ϕ(ui) = (u−α

i − 1)/αとすれば，−1 < α < 0でも生成関数の条件を満た
す．後述の (2.110)式を用いて，ケンドールのタウを計算すれば，フランクでは δ < 0，クレイトンでは−1 < α < 0

とパラメータを設定することで (−1, 0)のケンドールのタウが表現されることがわかる．

85



表 2.15: デフォルト先数の分布（正規/tは信頼水準 95%以上の場合のみ）
0.10% 1% 5% 10% 50% 90% 95% 99% 99.9%

相関 0.1

正規 0 2 5 8 33 111 154 268 472

t 0 0 1 3 23 126 190 387 765

正規/t 0.81 0.69 0.61

相関 0.3

正規 0 0 0 0 10 126 231 618 1,507

t 0 0 0 0 7 124 239 718 1,827

正規/t 0.96 0.86 0.82

相関 0.6

正規 0 0 0 0 0 62 203 1,163 4,060

t 0 0 0 0 0 54 190 1,206 4,396

正規/t 1.12 0.96 0.92

表 2.15から，以下の 2つの傾向を指摘することができる．まず，相関係数が低いほど，正規

コピュラ，tコピュラによる推定値の間の相違が大きくなる．また，信頼水準が高くなるほど，

推定値の間の相違が大きくなる．

したがって，tコピュラを正規コピュラで不用意に近似することは危険であるといえる．

2.8 結論

本章では，金融実務で近年注目されている，周辺分布と周辺分布間の依存構造を扱う場合の

1つのツールであるコピュラの活用方法を解説した．具体的には，正規，t，クレイトン，ガン

ベルおよびフランクコピュラを対象に，各コピュラが表現する依存構造の違いを説明するとと

もに，各コピュラのパラメータの推定方法と各コピュラの下での乱数の発生方法を説明した．

このように，コピュラは，金融実務において金融商品の価格付けやリスク評価を行う際に，非

常に有効なツールの 1つとなりうる．

実証分析としては，貸出ポートフォリオの信用リスクを分析し，5変量の株式ポートフォリ

オの株価変動リスクをパラメータ推定も含めて分析した後，日米欧の株価指数の動きを分析し

た．株価指数に代表される資産価格変動の裾依存性は，平時に比べ金融危機時に強まることを

確認したうえで，BIC規準でみた適合度は，自由度の小さい tコピュラや反転ガンベルコピュ

ラが高く，主要国の株価指数変動の間には強い下側裾依存性が存在することが示された．

こうした資産変動の下側裾依存性を踏まえて，コピュラを用いた CDO評価における問題点

を検討した．具体的には，資産価格変動の間の全体的な依存性を示す順位相関を固定して，コ

ピュラの種類だけを変えた場合の CDOスプレッドの評価結果の違いについて分析した．その

結果，標準的に用いられる正規コピュラではCDOの上位トランシェの損失率を過小に見積もっ

てしまう傾向があることが示された．再証券化商品である CDOスクエアードについても同様

の結果を得たほか，末端参照債務の重複度の影響も考慮すると相関 ρの変化に対するスプレッ

ドの感応度は正規コピュラの方が下側裾依存性の強いコピュラよりも大きく，正規コピュラに
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基づく評価モデルが相対的に脆弱である可能性が示された．すなわち，CDO評価においても，

金融危機のような下側裾依存性が強くなる状況を勘案するには，下側漸近従属のコピュラを用

いた評価が必要になることが示唆された．

研究面での今後の課題としては，CDO評価等に用いるうえで適切なコピュラの特定が挙げ

られる．2.5.3節の分析では，株価収益率に適合するコピュラの種類について幾つかの候補を示

したが，適合度の高低は観測時期に強く依存しており，実用的なコピュラの種類を特定するに

は至らなかった．また，CDOの分析では本来，企業等の資産価値の変動に関する相互依存関係

を評価すべきであり，それは 2.5.3節で扱った株価収益率とは異なる．このため，資産価値の変

動特性を直接コピュラで分析することも課題である．このほか，本研究の拡張の方向性として

は，(1)適用するデータの工夫，(2)適用する期間の工夫が挙げられる．(1)に関しては，例え

ば，価格変動そのものではなく，それをシステマティックな変動要因と個別変動要因に分解した

うえで後者に対してコピュラを適用して分析することが考えられる．(2)に関しては，Okimoto

[2008]などでも考察されているように，分析期間を平時と金融危機時の 2つのレジームに分け

て，それぞれ異なる種類のコピュラを適用するようなモデル化も考えられる．

本章で得られた結果を踏まえつつ，2007～2008年の金融危機を振り返って実務上の含意を考

察すると以下のように整理できる．CDOの市場価格は，それにフィットする正規コピュラの相

関 ρを算出した指標で表現されることが多い．これは，インプライドコリレーションと呼ばれ，

オプション価格がブラック・ショールズモデルに基づきインプライドボラティリティで表現さ

れるのと同様である．このように，正規コピュラの相関は信用デリバティブ市場でいわば「共

通言語」となっている面もあり，そのインプライドコリレーションがトランシェごとに異なる

というコリレーションスマイルは，金融危機以前から観察されていた．このことは，市場参加

者は必ずしも正規コピュラに全面的に依拠して CDOを評価していたのではなかったことを示

唆している．一方，CDOを組成したり，その格付けを付与したりする際には，正規コピュラを

用いて評価がなされていたことも多かったといわれている．そうした市場慣習と前述のような

市場参加者の認識のギャップを埋めるためにも，本章で扱ったようにコピュラを利用した分析

の幅を広げていくことは有益であろう．

ただし，コピュラを実際に扱うに当たっては，本章で指摘したような，主としてコピュラに

特有のさまざまな留意点がある．このほか，コピュラには，一般的なこととして予め認識して

おくべき点もある．例えば，コピュラのパラメータをヒストリカルデータを用いて推定する場

合には，データの観測期間の長さや期間内のデータ分布の形状に推定値が依存することになる

ため，目的に応じて，適当な観測期間を定める必要がある．ここで指摘した例と同様のことは，

コピュラに限らず，価格付けやリスク評価に用いられる他の前提や道具立てにもいえることで

ある．したがって，コピュラを実際に活用しようとする場合には，コピュラについてのみなら

ず，用いることが適当であると考えられる前提や道具立ての内容を包括的に検討する必要があ

ると考えられる．

本章で考察したように，リスクファクターの依存関係が CDO評価を決めるトランシェの期

待損失や VaRなどの損失の振れに及ぼす影響は大きい．本章ではリスクファクターとして資

産価格変動あるいはCDO評価においてはデフォルト確率についてその依存関係を考察したが，

他にも依存関係を考慮すべきリスクファクターがある．次章では，信用リスクを定めるもう 2

つの要素であるエクスポージャーや回収率との依存関係について考察を進める．
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2.A 2変量コピュラの順位相関とパラメータの関係

いくつかの 2変量コピュラでは，そのパラメータとケンドールのタウの解析的関係を導くこ

とができる．

2.A.1 2変量アルキメディアンコピュラ

2変量のアルキメディアンコピュラは

ϕ(C(u1, u2)) = ϕ(u1) + ϕ(u2) (2.98)

と表せるので，(2.98)式の両辺を u1で偏微分すると，以下を得る．

ϕ′(C(u1, u2))
∂C(u1, u2)

∂u1
= ϕ′(u1) (2.99)

さらに，(2.99)式の両辺を u2で偏微分すると，次式を得る．

ϕ′′(C(u1, u2))
∂C(u1, u2)

∂u1

∂C(u1, u2)

∂u2
+ ϕ′(C(u1, u2))

∂2C(u1, u2)

∂u1∂u2
= 0 (2.100)

(2.100)式で，
∂C(u1, u2)

∂u1
= ϕ−1′(ϕ(u1) + ϕ(u2))ϕ

′(u1) (2.101)

となるが，y ≡ ϕ−1(x)と置いて，ϕ−1′(x)を計算すると，

ϕ−1′(x) =
dy

dx
=

(
dx

dy

)−1

=

(
dϕ(y)

dy

)−1

=
1

ϕ′(y)
=

1

ϕ′(ϕ−1(x))
(2.102)

となることから，

∂C(u1, u2)

∂u1
=

ϕ′(u1)

ϕ′(ϕ−1(ϕ(u1) + ϕ(u2)))
=

ϕ′(u1)

ϕ′(C(u1, u2))
(2.103)

となる．同様に，
∂C(u1, u2)

∂u2
=

ϕ′(u2)

ϕ′(C(u1, u2))
(2.104)

となる．よって，(2.100)式より，以下の関係を得る．

∂2C(u1, u2)

∂u1∂u2
= −ϕ

′′(C(u1, u2))ϕ
′(u1)ϕ

′(u2)

{ϕ′(C(u1, u2))}3
(2.105)

(2.105)式を用いて，(2.22)式で表されるケンドールのタウを計算する．∫ 1

0

∫ 1

0
C(u1, u2)dC(u1, u2) =

∫ 1

0

∫ 1

0
C(u1, u2)

∂C(u1, u2)

∂u1∂u2
du1du2

= −
∫ 1

0

∫ 1

0
C(u1, u2)

ϕ′′(C(u1, u2))ϕ
′(u1)ϕ

′(u2)

{ϕ′(C(u1, u2))}3
du1du2

(2.106)

となるが，v ≡ u1，w ≡ C(u1, u2)と変数変換すると，積分範囲は 0 ≤ w ≤ v ≤ 1となり，ヤ

コビアンは，(2.103)，(2.104)式等を用いて，

∂(v, w)

∂(u1, u2)
=

∣∣∣∣∣ 1 0
ϕ′(u1)
ϕ′(w)

ϕ′(u2)
ϕ′(w)

∣∣∣∣∣ = ϕ′(u2)

ϕ′(w)
(2.107)
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となるから，以下の関係が得られる61．∫ 1

0

∫ 1

0
C(u1, u2)dC(u1, u2) = −

∫∫
0≤w≤v≤1

w
ϕ′′(w)ϕ′(v)

{ϕ′(w)}2
dvdw =

∫ 1

0
w
ϕ′′(w)ϕ(w)

{ϕ′(w)}2
dw

(2.108)

(2.108)式を部分積分すると，∫ 1

0
w
ϕ′′(w)ϕ(w)

{ϕ′(w)}2
dw =

[
−wϕ(w)
ϕ′(w)

]1
0

+

∫ 1

0

ϕ(w) + wϕ′(w)

ϕ′(w)
dw

= 0 +

∫ 1

0

ϕ(w)

ϕ′(w)
dw +

∫ 1

0
wdw =

∫ 1

0

ϕ(w)

ϕ′(w)
dw +

1

2

(2.109)

となる．したがって，(2.22)式よりケンドールのタウは，次式となる．

τ(u1, u2) = 4

{∫ 1

0

ϕ(w)

ϕ′(w)
dw +

1

2

}
− 1 = 4

∫ 1

0

ϕ(w)

ϕ′(w)
dw + 1. (2.110)

代表的なアルキメディアンコピュラで，(2.110)式を用いて，ケンドールのタウを計算する．ガ

ンベルコピュラで ϕ(w) = (− lnw)γ，クレイトンコピュラで ϕ(w) = w−α− 1，フランクコピュ

ラで ϕ(w) = − ln(e−δw − 1) + ln(e−δ − 1)であることを用いる．

ガンベルコピュラでは，∫ 1

0

ϕ(w)

ϕ′(w)
dw =

1

γ

∫ 1

0
w lnwdw =

1

γ

{[
w2

2
lnw

]1
0

−
∫ 1

0

w2

2

1

w
dw

}
=

1

γ

{
0− 1

4

}
= − 1

4γ

(2.111)

となるから，(2.110)式より，ケンドールのタウは，次式となる．

τK(u1, u2) = 1− 1

γ
(2.112)

クレイトンコピュラでは，∫ 1

0

ϕ(w)

ϕ′(w)
dw = −

∫ 1

0

w−α − 1

αw−α−1
dw =

−1
α
{
∫ 1

0
wdw −

∫ 1

0
wα+1dw} = −1

2(α+ 2)
(2.113)

となるから，同様にケンドールのタウとして，次の関係を得る．

τK(u1, u2) =
−2
α+ 2

+ 1 =
α

α+ 2
(2.114)

フランクコピュラでは，∫ 1

0

ϕ(w)

ϕ′(w)
dw = −

∫ 1

0

e−δw − 1

δe−δw
ln

(
e−δw − 1

e−δ − 1

)
dw =

1

δ

∫ 1

0
(eδw − 1) ln

(
e−δw − 1

e−δ − 1

)
dw

=
1

δ

{
−1− 1

δ

∫ δ

0

z

1− ez
dz

}
,

(2.115)

という関係を得る．ここで，Dk(δ) ≡ k
δk

∫ δ
0

tk

et−1dtで定義されるデバイ（Debye）関数を用いる

と，ケンドールのタウ τK は，次式で表されることがわかる．

τK(u1, u2) = 1 +
4

δ
{D1(δ)− 1} (2.116)

61(2.108)式の変形には，
∫ 1

w
ϕ′(v)dv = ϕ(1)− ϕ(w) = −ϕ(w)を用いた．
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2.A.2 2変量正規コピュラと tコピュラ

まず，正規コピュラでは，線形相関 ρとケンドールのタウ τK の間に，τK = (2/π) arcsin ρと

いう関係があることを示す．

(2.20)式に基づいてケンドールのタウ τK を計算する．(Xi
1, X

i
2)と (Xj

1 , X
j
2)はそれぞれ期待

値 0，分散 1，（線形）相関 ρの 2変量正規分布に独立に従っているとすると，

(Z̄1, Z̄2) ≡ (Xi
1 −X

j
1 , X

i
2 −X

j
2) (2.117)

も正規分布に従い，期待値は 0，各変量の分散は 2，相関は ρとなることが確認される．ここ

で，r cos θ ≡ z̄1/
√
2, r sin θ ≡ (z̄2 − ρz̄1)/

√
2(1− ρ2)と置き，正規分布の対称性を利用する

と，1変量標準正規分布の密度関数を n(·)として，

Pr{(Xi
1 −X

j
1)(X

i
2 −X

j
2) > 0} = Pr{Z̄1Z̄2 > 0} = 2Pr{Z̄1 > 0, Z̄2 > 0}

=
2√

1− ρ2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
n(z̄1/

√
2)n

(
z̄2 − ρz̄1√
2(1− ρ2)

)
dz̄1dz̄2

=
1

π

∫ ∞

0
exp(−r2/2)rdr

∫ π/2

− arcsin ρ
dθ

=
1

2
+

1

π
arcsin ρ

(2.118)

となる．また，

Pr{(Xi
1 −X

j
1)(X

i
2 −X

j
2) < 0} = 1− Pr{(Xi

1 −X
j
1)(X

i
2 −X

j
2) > 0} (2.119)

となることから，(2.109)式より，以下を得る．

τK = 2

(
1

2
+

1

π
arcsin ρ

)
− 1 =

2

π
arcsin ρ (2.120)

(2.120)式の関係は，正規コピュラ，tコピュラを含む楕円コピュラと呼ばれるクラスに属する

コピュラで成立し，tコピュラでも自由度に関係なく成立することが知られている（Lindskog,

McNeil and Schmock [2003]）．

2.B tコピュラとdouble-tコピュラの違い

tコピュラを構成する n変量の多変量 t分布の確率変数 (X1, . . . , Xn)は，独立に標準正規分

布に従う確率変数 Y , Ziと自由度 νのカイ 2乗分布に従う確率変数W を用いて

Xi =
ν(
√
ρY +

√
1− ρZi)√

W
(2.121)

と表現される．この表現から ρ = 0であってもX1, . . . , Xnは独立にならないことがわかる．し

かしながら，n=2としてX1, X2の共分散を計算すると，x1 = r cos θ, x2 = r sin θという変数

変換を行うことで，

cov(X1, X2) = E[X1X2]− E[X1]E[X2] = E[X1X2]

=
Γ((ν + 2)/2)

(νπ)Γ(ν/2)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1x2

(
1 +

x21 + x22
ν

)− ν+2
2

dx1dx2

=
1

2π

∫ 2π

0
sin θ cos θdθ

∫ ∞

0
r2
(
1 +

r2

ν

)− ν+2
2

rdr = 0

(2.122)
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となり，X1, X2が無相関になっていることがわかる．

一方，double-tコピュラは，独立に自由度 νU の t分布に従う確率変数U と自由度 νV の t分

布に従う確率変数 Viを用いて，多変量確率変数 (X1, . . . , Xn)を

Xi =

√
νU − 2

νU

√
ρU +

√
νV − 2

νV

√
1− ρVi (2.123)

として構成するコピュラであり，Hull and White [2004]でCDO評価に用いられたコピュラで

ある．(2.123)式の表現より ρ = 0では V1, . . . , Vnの独立性からX1, . . . , Xnが独立になること

を確認できる．double-tコピュラの特殊ケースとして νU = νV = νの場合を考え，そのコピュ

ラを t(ν)− t(ν)コピュラと表記することとする．t(ν)− t(ν)コピュラでは (2.123)式のファク

ター表現は

Xi =
√
ν(ν − 2)

{√
ρY
√
W0

+

√
1− ρZi√
Wi

}
(2.124)

と整理される．ただし，Y , Ziは独立に標準正規分布に従う確率変数，W0, Wiは独立に自由度

νのカイ 2乗分布に従う確率変数である．

(2.121)式の tコピュラのファクター表現と (2.124)式の double-tコピュラ（t(ν)− t(ν)）の
ファクター表現を比較すると，カイ 2乗分布に従う確率変数W を共通ファクターと個別ファク

ターで共通化しているか否かの点が違っている．なお，係数 νと
√
ν(ν − 2)の違いは周辺分布

に吸収され，コピュラについての差にはならない．

2.C アルキメディアンコピュラに従う乱数発生プログラム

本補論では，本章で対象としたコピュラのうち，ガンベル，反転ガンベル，クレイトン，フ

ランクの 4つのコピュラに従う n変量の乱数の発生方法について，具体的なRのプログラム例

を示す62．

# 安定指数α，歪みパラメータ 1の正値安定分布に従う乱数
# Kanter [1975]の方法
rposStable<-function(simNum,alpha){

v<-runif(simNum,min=0,max=pi);w<-rexp(simNum,rate=1);

xx<-sin(alpha*v)/(sin(v)^(1/alpha))*((sin((1-alpha)*v)/w)^(1/alpha-1));

return(xx)

}

# パラメータβの対数級数分布に従う乱数
# Kemp [1981]の LB法
rlogrithmic<-function(simNum,beta){

h<-log(1-beta);

u1<-runif(simNum); u2<-runif(simNum);

xx<-trunc(1+log(u2)/log(1-exp(u1*h)));

return(xx)

}

# メインプログラム
# [0,1] 一様乱数 simNum× ndim

62ここでは，n=ndimとし simNum回のシミュレーションを行うことを念頭に simNum行 ndim列の形式で各
コピュラに従う乱数を発生させている．
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ii<-matrix(runif(simNum*ndim),nrow=simNum,ncol=ndim);

# ガンベルコピュラに従う乱数 uu

theta<-rposStable(simNum,1/gamma);

uu<-exp(-(-log(ii)/theta)^(1/gamma));

# 反転ガンベルコピュラに従う乱数 uu

theta<-rposStable(simNum,1/gamma);

uu<-1-exp(-(-log(ii)/theta)^(1/gamma));

# クレイトンコピュラに従う乱数 uu

theta<-rgamma(simNum,shape=1/alpha,rate=1);

uu<-(1-log(ii)/theta)^(-1/alpha);

# フランクコピュラに従う乱数 uu

beta<-1-exp(-delta);

theta<-rlogrithmic(simNum,beta);

uu<--log(1-beta*exp(log(ii)/theta))/delta;
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第3章 追加融資を考慮した期待損失とVaR

前章では，CDO評価において，マートン型構造モデルをベースとしたコピュラ・アプロー

チを想定し，デフォルト確率の依存関係をさまざまなコピュラで表現してその効果を定量化し

た．本章では，デフォルト確率だけではなく，エクスポージャーの変化やそれに伴う回収率の

変化も構造モデルで取り込んでそれらの間の関係を考慮して信用リスクを評価する．

具体的には，マートン型構造モデルにおいて，期待損失（expected loss; EL）を最小化する

ような追加融資行動を想定し，貸出量の変動がデフォルト確率，デフォルト時損失，金利収入

の変化を通じて，ELやVaR（Value-at-Risk）あるいは非期待損失（unexpected loss; UL）に

及ぼす影響を解析的に把握する．さらに，融資初期時点における ELとVaRが，2次元正規分

布を用いて解析的に評価でき，数値解が容易に計算可能なことを示す．また，この結果を用い

て，期待損失の最小化（金利収入とデフォルト時損失から構成される期待収益の最大化）がUL

の拡大を招くことを定量的に評価する．

3.1 はじめに

2006年度末よりバーゼル II（Basel Committee on Banking Supervision [2005a]）の段階的

適用が始まった．先進的内部格付手法を採用した金融機関は，デフォルト確率（probability of

default; PD）に加えて，7年以上の過去データを用いてデフォルト時損失率（loss given default;

LGD）とデフォルト時エクスポージャー（exposure at default; EaD）の推計を行い，所要自

己資本を算出することが 2007年度末より求められている．

信用リスクの計量分析は，まず，PDのモデル化から始まり，バーゼル IIの導入を契機にLGD

のモデル化も進展している（Frye [2000]; Pykhtin [2003]; Peura and Jokivoulle [2005]等）．一

方，バーゼル IIの先進的内部格付手法では PD，LGD，EaDの推計が求められるにもかかわ

らず，EaDのモデル化があまり進んでいない．実際，EaDについては，当初の融資額を所与と

して固定し，確率的な要素としては扱わない場合が多い．その理由としては以下の点が考えら

れる．(1)EaDは銀行がある程度コントロール可能な変数であること，(2)そのコントロールは

将来時点の資産価値などを参照して行われ，以後の PD，LGDに影響を及ぼしうること，(3)

企業の借入需要や他の金融機関との競争も EaDの変動に関係すること，(4)貸出量だけでなく

貸出金利によってもリスクリターンの調整が行われる可能性が高いことなどである．このよう

に，EaDをモデル化しようとすると，さまざまな制約のもとでの動学的最適化問題を取り扱う

ことになり，その扱いは容易ではない．

EaDのモデル化は試みられるようになってきている（Moral [2006]; Kupiec [2008]; Jiménez

and Menćıa [2009]）．しかしながら，これらは，EaDの過去データを用いた簡単な回帰分析

であったり，共通ファクターとの関係を考慮しながら EaDを確率分布として捉える手法にと

どまっており，EaDを銀行がコントロールできる内生的な変数として捉えるアプローチではな
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現在

負債 D

資産の価値A

→幾何ブラウン運動

現在の資
産価値A

0

追加融資時点：t

追加融資：Δ*
→期待損失(EL)最小化

によって決定

A
t

追加融資後の資産

A
t
+Δ*

満期（デフォルト判定時）：T

追加融資後の負債

D +Δ*

回収額

損失額 L
T

A
T
の確率分布

ELの算出
資産価値

図 3.1: 最適追加融資と損失額

い1．

本章では，信用リスクの動学的な把握への第一歩として，銀行が所与のタイミングで追加融

資を 1回行う場合を想定し，EaDの変化と PDや LGDの変化との構造的な相互関係を考慮し

たモデル化を行う．そのうえで，ELやULを導出する．

具体的には，融資の満期時点でデフォルトの有無を判定するマートン型の構造モデルを用い

て，期中での追加融資によって EaDに変化が生じた際，PDや LGDの変化を通じて，ELや

ULがどのように変化するかを考察する．その際，期中での追加融資は，その時点でELを最小

化するように行われるものとする．これをイメージ図で表すと図 3.1のようになる．

本章では，こうしたモデル化により，追加融資を考慮した場合のELやULが 2次元正規分布

の分布関数を用いて解析的に表現でき，数値解が容易に計算可能なことを示す2．ここで，UL

はVaRから ELを差し引いたものとして定義される．このモデルでは，追加融資の判断や追加

融資に伴う ELやULの変化を明確に特徴付けることができる．

まず，追加融資の判断時点で，企業の資産価値に応じて，銀行の対応が 3つに分かれること

を示す．資産価値が一定値よりも下落した場合は，追加融資によりPDを低下させELを抑制で

きるため，銀行は追加融資を行う．一方，資産価値が一定値よりも上昇した場合も，貸出金利

と調達金利の差による金利収入の増加を通じて ELを抑制（期待収益を増大）できるため，銀

行は追加融資を行う．両者の中間では，追加融資しないことが最適な判断となる．

ところが，EL最小化行動に伴う追加融資は，ULの拡大に繋がりやすい．本章では，上記の

1銀行が企業にコミットメントラインを提供しているときには，EaDは銀行がコントロールできる変数とはなら
ない．本章の問題意識とは異なるが，業績や資金繰りが悪化した企業がコミットメントラインを行使することによる
信用リスクの増大は EaDの確率モデルを迫る重要な問題として検討され始めている（例えば，Schuermann [2004];

Gruber and Parchert [2006]を参照）．
2企業の債券や株式価値の解析的な評価という観点からは，Geske [1977]や池田・小林・高橋 [2005]が関連した

分析を行っている．Geske [1977]では，企業が短期債と長期債の 2種類の債券を発行している際に，短期債の満期
での償還は増資によって行われると仮定することで，株式価値，債券価値を 2次元正規分布の分布関数を用いて評
価している．一方，池田・小林・高橋 [2005]では，短期債の満期で新たな短期債を発行することで資金調達を行っ
たり，短期債の償還を猶予するモデルへの拡張を行っている．
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モデルにより数値例を用いてELの低下とULの上昇を定量的に評価している．EL最小化に伴

う追加融資がULの拡大をもたらす現象は，銀行が融資の信用リスクを動的に管理しようとし

た場合，期待収益（損失）とその分散あるいはVaRのトレードオフに対して，どのような選好

を持つかという問題に直面することを示唆している．

本章の構成は以下のとおりである．まず，3.2節では，追加融資を考慮したモデルを構築し，

追加融資の条件や融資後の PD等を考察したうえで，ELを解析的に評価する．3.3節では，一

定の条件下でVaR（の寄与）を求めることとストレス時期待損失（SEL）を求めることが同値

になることを示したうえで，SELを解析的に評価し，SELから ELを差し引いてULを導出す

る．3.4節では，本章をまとめる．

3.2 追加融資を考慮したEL

3.2.1 マートンモデルと銀行の損失関数

ある企業の資産価値Atは次の幾何ブラウン運動に従うとする．

dAt = µAtdt+ σAtdWt (3.1)

この資産価値Atは，企業の持つ資産を流動化したときの価値を表すものとする．

マートンモデル（Merton [1974]）と同様に，この企業に対してある 1つの銀行が時点 T を

満期とする額面Dの貸出を行うとする．銀行は，割引率 rL0（貸出金利）で割引債の形で貸出

を行うものとする．したがって，時点 0での貸出量はDe−r0T となる．満期 T で資産価値が負

債額面Dを下回っているときには，企業はデフォルトし，その資産価値で負債の返済が行われ

るものとする3．

(3.1)式より，時点 0での資産価値をA0とすると，満期 T で資産価値AT は，

lnAT ∼ N(lnA0 + (µ− σ2/2)T, σ2T ) (3.2)

となる．このとき，当該企業のデフォルト確率 PDは，

PD = Pr(AT < D) = Pr(lnAT < lnD) = Φ(d0) (3.3)

d0 =
1

σ
√
T

{
ln
D

A0
−
(
µ− σ2

2

)
T

}
(3.4)

で与えられる．ここで，Φ(·)は標準正規分布の分布関数である．
銀行は，企業に貸し出す資金を市場で割引債の形で調達するものとする．その際の調達金利

は rM0とする．つまり，銀行は，額面De(rM0−rL0)T，金額ではDe−r0T の調達を行い，全額を

企業に貸し出す．満期 T で，銀行はDe(rM0−rL0)T を市場に返済する一方で，当該企業からD

3先行研究では，担保付の融資を考え，LGD は担保の償却によってカバーできない部分としてモデル化される
ことが多い（Frye [2000]; Pykhtin [2003]; Peura and Jokivoulle [2005]等）．本章では，より単純に，融資全体の
うち残余資産でカバーできない部分を LGDとして捉える．デフォルトのモデルでは，ある閾値に到達した時点で
デフォルトが生じるとした初到達時間モデル（Black and Cox [1976]等）が採用されることが多いが，閾値を融資
額に設定すると LGD が 0 になってしまうため，本章では採用しない．また，Leland [1994] や Leland and Toft

[1996]で考慮されている法人税やデフォルトコストについては，簡単化のため捨象した．
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の返済を受ける．ただし，当該企業がデフォルトした場合（AT < D）には，その時の資産価

値AT を流動化して，市場への返済に充てることになる．つまり，満期時の銀行の損失 LT は，

LT = D(e(rM0−rL0)T − 1) + (D −AT )
+ (3.5)

で表され4，時点 0での期待損失 ELは，

E0[LT ] = D(e(rM0−rL0)T − 1) + E0[(D −AT )
+]

= D(e(rM0−rL0)T − 1) +DΦ(d0)−A0e
µTΦ(d0 − σ

√
T )

(3.6)

と表すことができる5．ここで，(3.6)式右辺第 1項のD(e(rM0−rL0)T − 1)は銀行の金利コスト

額を示している．通常，rM0 < rL0であるため金利収入（負の金利コスト）と解釈できる．第

2項以下は，ブラック・ショールズモデルで行使価格をDとしたときのプットオプション価格

に対応している．

以上の議論は，追加融資されない条件下での ELの評価であった．次に，時点 tにおいて追

加融資が行われた場合の ELの評価を行う．

3.2.2 時点 tでのEL

期中時点 t（0 < t < T）で，銀行は貸出先企業の資産価値 Atを観察できるものとする．ま

た，当該企業の資産価値Atが貸出額面Dを下回っていても，当該企業はデフォルトしない．

銀行は時点 tで追加融資できるものとする6．追加融資の期間は τ = T − tとし，時点 T で期

初の貸出と併せて回収を行う．時点 tで銀行が企業に融資する貸出金利は rL，市場からの調達

金利は rM とする7．

時点 tで，額面∆ ≥ 0の追加融資（割引貸出）を行ったとすると，当該企業には∆e−rLτ の

キャッシュが入り，企業の資産価値はそれだけ上昇する．すなわち，企業の資産価値は時点 tよ

りAt +∆e−rLτ を初期値と設定し直して幾何ブラウン運動に従うことになる．

貸出量変化後の当該企業のデフォルト確率 PDt(∆)は，

PDt(∆) = Pr(AT < D +∆) = Φ(dt(∆)) (3.7)

dt(∆) =
1

σ
√
τ

{
ln

D +∆

At +∆e−rLτ
−
(
µ− σ2

2

)
τ

}
(3.8)

となる．貸出量変化後の満期における銀行の損失は，

LT (∆) = De(rM0−rL0)T +∆e(rM−rL)τ −D −∆+ (D +∆−AT )
+ (3.9)

と表現されることから，時点 tでの期待損失 ELは，次式で与えられる．

Et[LT (∆)] =D(e(rM0−rL0)T − 1) + ∆(e(rM−rL)τ − 1) + (D +∆)Φ(dt(∆))

− (At +∆e−rLτ )eµτΦ(dt(∆)− σ
√
τ)

(3.10)

4(X)+ は X の正の部分を表す．すなわち，(X)+ = max(X, 0)である．
5(3.6)式から期待 LGD（E0[(D −AT )

+]/D）は，Φ(d0)− (A0/D)eµTΦ(d0 − σ
√
T )で与えられる（Altman,

Resti and Sironi [2001]を参照）．本章では，貸出債権のプライシングを行うわけではないため，リスク中立測度
ではなく現実の観測測度で議論を行っている．

6時点 tでの早期（部分）回収は考えない．
7本章では，追加融資のタイミング t，追加融資に適用される貸出金利 rL を固定して，追加融資量を最適化する

問題を考えるが，追加融資量を固定して貸出金利を最適化する問題や，追加融資のタイミング tを最適化する問題
への拡張も可能である．
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3.2.3 時点 tでのELを最小化する追加融資量

次に，時点 tでの追加融資により，期待損失が低下する場合があること，期待損失を最小化

する最適な追加融資量が算出できることを示す．

(3.10)式で表される銀行の期待損失Et[LT (∆)]の追加融資量∆に関する微分は，

∂Et[LT (∆)]

∂∆
= e(rM−rL)τ − 1 + Φ(dt(∆))− e(µ−rL)τΦ(dt(∆)− σ

√
τ) (3.11)

となる8．(3.11)式を一般化して

f(d) ≡ e(rM−rL)τ − 1 + Φ(d)− e(µ−rL)τΦ(d− σ
√
τ) (3.12)

と置くと，最適追加融資量が有限な正の値という条件のもとでは，rL > rM ならば f(d∗1) = 0

となる d = d∗1が存在し（ケース 1），µ > rM ならば f(d∗2) = 0となる d = d∗2が存在する（ケー

ス 2）ことがわかる（ただし，d∗1 < d∗2）．この d∗1, d
∗
2は，数値計算で簡単に求めることができ

る（詳細は 3.A節を参照）．そこで，t, T , rM , rL, µ, σを所与とし，追加融資が行われる 2つ

のケースについて，最適な追加融資量や最小化された期待損失を求める．

まず，ケース 1は，rL > rM のもとで，At > Dξ∗1 の場合に追加融資が行われることを示し

ている．ここで ξ∗1 は，

ξ∗1 ≡ e−d∗1σ
√
τ−(µ−σ2/2)τ (3.13)

で定義される．最適な追加融資量∆∗
1は，

∆∗
1 =

At −Dξ∗1
ξ∗1 − e−rLτ

(3.14)

となる．最適な追加融資量∆∗
1のもとでデフォルト確率は，

Φ(dt(∆
∗
1)) = Φ(d∗1) (3.15)

となり，銀行の期待損失は (3.10)，(3.15)式より次式で表せる．

Et[LT (∆
∗
1)] = D(e(rM0−rL0)T − 1) +DΦ(d∗1)−Ate

µτΦ(d∗1 − σ
√
τ) (3.16)

次に，ケース 2は，µ > rM のもとで，At < Dξ∗2 の場合に追加融資が行われることを示してい

る．このとき，最適な追加融資量は，

∆∗
2 =

At −Dξ∗2
ξ∗2 − e−rLτ

(3.17)

デフォルト確率は，

Φ(dt(∆
∗
2)) = Φ(d∗2) (3.18)

8この微分の計算では，標準正規分布の密度関数を ϕ(·)とした場合に，

ϕ(dt(∆)− σ
√
τ)

ϕ(dt(∆))
= exp

(
2dt(∆)− σ

√
τ

2
σ
√
τ

)
=

D +∆

(At +∆e−rLτ )eµτ

という関係式が成立することから，

(D +∆)ϕ(dt(∆))
∂dt(∆)

∂∆
= (At +∆e−rLτ )eµτϕ(dt(∆)− σ

√
τ)

∂{dt(∆)− σ
√
τ}

∂∆

となることを利用している．
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となり，銀行の期待損失は，

Et[LT (∆
∗
2)] = D(e(rM0−rL0)T − 1) +DΦ(d∗2)−Ate

µτΦ(d∗2 − σ
√
τ) (3.19)

となる．ただし，

ξ∗2 ≡ e−d∗2σ
√
τ−(µ−σ2/2)τ (3.20)

である（詳細は 3.A節を参照）．

以下では，企業の期待資産成長率 µや貸出金利 rLが銀行の調達金利 rM よりも大きいという

状況を考える9．このとき，以下の 3つの状態が存在する10．

状態 I：At > Dξ∗1 で追加融資が行われる（金利差による期待利益の上昇）．

状態 II：Dξ∗2 ≤ At ≤ Dξ∗1 で追加融資が行われない．

状態 III：At < Dξ∗2 で追加融資が行われる（PDの低下による EL最小化）．

具体的な例として，満期時点 T = 2（年），追加融資判定時点 t = 1（年），追加融資判定

時点の貸出金利 rL = 1%，追加融資判定時点の調達金利 rM = 0.5%，企業の期待資産成長率

µ = 5%，資産価値のボラティリティσ = 10%と設定する．この条件下で，初期時点の貸出額面

Dを 100として，追加融資の有無の分岐点となる資産価値Atの水準（すなわち，Dξ∗1，Dξ
∗
2）

を考察する．

µ > rM かつ rL > rM であり，(3.12)式の f(d) = 0となる dは 2つ存在し，

d∗1
∼= −1.905, d∗2

∼= 0.632 (3.21)

となる．これらを (3.13),(3.20)式に代入することで，追加融資が行われる状況は，At > Dξ∗1
∼=

115.67あるいは At < Dξ∗2
∼= 89.74が成立する場合であることがわかる．追加融資後の PDは

(3.15), (3.18)式に d∗1，d
∗
2の値を代入することで得られる．追加融資直前の企業の資産価値At

に対して，最適な追加融資量∆∗をプロットすると，図 3.2.3のようになる．

追加融資直前の資産価値Atについて，いくつかの数値を与え，最適追加融資量∆∗と追加融

資のありなしの場合の EL，PDを表 3.1に示す．まず，Atが 90もしくは 115の場合，追加融

資なし（∆∗ = 0）が最適となっている．At = 80, 85と資産価値が低い状態では，追加融資を

行うことで ELが低下することが，追加融資なしの ELt(0) と追加融資ありの ELt(∆
∗) の変化

から確認できる．追加融資により PDが低下している点も確認される（PDt(∆
∗)＜ PDt(0)）．

なお，At = 80と資産価値が低いほど，その EL改善（低下）効果は大きく現れている．一方，

At = 120, 125と資産価値が高い状態では，PDは上昇する（PDt(∆
∗)＞PDt(0)）ものの，EaD

増加に伴う金利収入の上昇により，EL（表 3.1では，負値すなわち期待収益）は改善している．

9µ ≥ rL > rM と rL > µ > rM の 2 つの場合がありうるが，前者の場合，資産価格 At の水準に依らず追
加融資 ∆ > 0 によって企業の資本価値（株主価値）を上げることができる．これは，追加融資後の資本価値は
(At +∆e−rLτ )eµτ −De(rM0−rL0)T −∆e(rM−rL)τ +Et[LT (∆)]となり，µ ≥ rL では資本価値の追加融資量に関
する 1階微分が必ず正になるためである．

10厳密には，追加融資量が有限である場合に 3つの状態に分かれる．追加融資量が有限になる条件等も 3.A節を
参照．
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200

最適追加
融資量
Δ*

追加融資直前の資産価値 A
t

状態ＩＩＩ
（不調時）

状態ＩＩ
（中立時）

状態Ｉ
（好調時）

Dξ
1

*Dξ
2

*PDを下げるため、

資産が悪いほど
追加融資量が多い

金利差を稼ぐため、
資産が良いほど
追加融資量が多い

（3.14）式（3.17）式

図 3.2: 追加融資直前の企業の資産価値Atと最適な追加融資量∆∗

表 3.1: 時点 tでの企業の資産価値と最適追加融資量，EL，PDの変化
At ∆∗ ELt(∆

∗) ELt(0) PDt(∆
∗) PDt(0)

80 105.19 13.54 15.06 73.64% 96.26%

85 51.21 9.85 10.26 73.64% 88.00%

90 0.00 6.16 6.16 72.69% 72.69%

115 0.00 −0.87 −0.87 3.23% 3.23%

120 26.01 −0.99 −0.96 2.84% 1.15%

125 56.02 −1.11 −0.98 2.84% 0.37%
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3.2.4 初期時点のEL

ここまでは時点 tにおいて資産価値Atが判明したという前提でELの最小化問題を考察した．

以下では，時点 tにおいて生起した At の状態に応じて上記のように銀行が行動する場合，初

期時点で ELがどのように評価されるのかを考察する（図 3.2.4を参照）．こうしたアプローチ

は，将来の行動を確率的に考慮したうえで，初期時点でのリスクを把握するという意味で，「確

率動学的なリスク評価法」の 1つといえる．具体的には，まず，時点 tでの資産価値Atに応じ

て状態 I，状態 II，状態 IIIに分け，それぞれの生起確率と時点 tでの ELを求める．各状態の

ELを足し上げて，最終的に初期時点の ELを導出する．

現在

資産の価値A

→幾何ブラウン

追加融資時点t の
資産価値A

t
によって場合分け

追加融資の最適行動Δ*

状態I：好調時
資産価値上昇

A
t
> Dξ

1
*

状態II：中立時
資産価値変動小

Dξ
2
* < A

t
< Dξ

1
*

状態III：不調時
資産価値下落

A
t
< Dξ

2
*

Δ* > 0 追加融資あり
貸出金利と調達金利の差

（r
L
−r

M
）を得ることができるため

追加融資を行う。

Δ* = 0 追加融資なし
追加融資を行ってもPDの抑制が

少ないため、追加融資を行わない。

Δ* > 0 追加融資あり
追加融資がPDを抑制するため、

ELを減少させることができる。

現在の資産価値
A

0

生起確率P
I
は(3.23)式

生起確率P
II
は(3.26)式

生起確率P
III
は(3.30)式

期待損失EL
I
は(3.25)式

期待損失EL
III
は(3.31)式

期待損失EL
II
は(3.28)式

全体の期待損失EL= EL
I
+ EL

II 
+ EL

III
： (3.32)式

資産価値

時間

図 3.3: 資産価値Atに応じた初期時点の ELの評価

(3.1)式より，時点 tで企業の資産価値Atの分布は

lnAt ∼ N(lnA0 + (µ− σ2/2)t, σ2t) (3.22)

となり，各状態の生起確率と ELは以下のように与えられる（各状態の ELに関する数式展開

の詳細は 3.B節を参照）．

状態 Iの生起確率と EL rL > rM が成立しているという条件下では，時点 tで企業の資産価

値が高い状態（At > Dξ∗1）にあれば，追加融資が行われる．その確率 PI ≡ Pr[At > Dξ∗1 ]は

(3.23)式で与えられる．

PI ≡ Pr[At > Dξ∗1 ] = Pr[lnAt > lnD − d∗1σ
√
τ − (µ− σ2/2)τ ]

= 1− Φ

(
lnD − lnA0 − d∗1σ

√
τ − (µ− σ2/2)T

σ
√
t

)
= Φ(−δ∗1)

(3.23)

ここで，δ∗1 は，(3.4)式の d0を用いて，

δ∗1 = d0
√
T/t− d∗1

√
τ/t (3.24)
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と定義した．状態 Iの ELをELIとすると，ELIは (3.25)式で与えられる．

ELI = D{Φ(d∗1) + e(rM0−rL0)T − 1}Φ(−δ∗1)−A0e
µTΦ(d∗1 − σ

√
τ)Φ(−δ∗1 + σ

√
t) (3.25)

状態 IIの生起確率と EL Dξ∗2 ≤ At ≤ Dξ∗1 ならば追加融資は行われない．この確率 PII は，

(3.23)式と同様の手順で (3.26)式で与えられる．

PII ≡ Pr[Dξ∗2 ≤ At ≤ Dξ∗1 ] = Φ(δ∗1)− Φ(δ∗2) (3.26)

ここで，

δ∗2 = d0
√
T/t− d∗2

√
τ/t (3.27)

と定義した．状態 IIの ELをELIIとすると，ELIIは (3.28)式で与えられる．

ELII = D(e(rM0−rL0)T − 1){Φ(δ∗1)− Φ(δ∗2)} +D{Φ2(δ
∗
1, d0; ρ)− Φ2(δ

∗
2, d0; ρ)}

−A0e
µT {Φ2(δ

∗
1 − σ

√
t, d0 − σ

√
T ; ρ)− Φ2(δ

∗
2 − σ

√
t, d0 − σ

√
T ; ρ)}

(3.28)

ここで，ρは (3.29)式で与えた．

ρ =
√
t/T (3.29)

状態 IIIの生起確率とEL µ > rM が成立しているという条件下では，時点 tで企業の資産価

値が低い状態（At < Dξ∗2）にあれば，追加融資が行われる．その確率 PIIIは，

PIII ≡ Pr[At < Dξ∗2 ] = Φ(δ∗2) (3.30)

で与えられる．また，状態 IIIの ELをELIIIとすると，ELIIIは (3.31)式で与えられる．

ELIII = D{Φ(d∗2) + e(rM0−rL0)T − 1}Φ(δ∗2)−A0e
µTΦ(d∗2 − σ

√
τ)Φ(δ∗2 − σ

√
t) (3.31)

全体のEL 追加融資を考慮して初期時点で評価したELは (3.25), (3.28), (3.31)式より，以下

のように 2次元標準正規分布の分布関数を用いて表現される11．

E0[LT ] = ELI + ELII + ELIII

= D(e(rM0−rL0)T − 1)

+D{Φ(d∗1)Φ(−δ∗1) + Φ(d∗2)Φ(δ
∗
2) + Φ2(δ

∗
1 , d0; ρ)− Φ2(δ

∗
2 , d0; ρ)}

−A0e
µT {Φ(d∗1 − σ

√
τ)Φ(−δ∗1 + σ

√
t) + Φ(d∗2 − σ

√
τ)Φ(δ∗2 − σ

√
t)

+ Φ2(δ
∗
1 − σ

√
t, d0 − σ

√
T ; ρ)− Φ2(δ

∗
2 − σ

√
t, d0 − σ

√
T ; ρ)}

(3.32)

ただし，d0, δ∗1, δ
∗
2, ρはそれぞれ (3.4), (3.24), (3.27), (3.29)式で定義される（d∗1, d

∗
2の求め方

は 3.A節を参照）．

3.2.3節と同じ設定で12，当初資産価値A0の数値に対して，追加融資を考慮したEL（E0[LT (∆
∗)],

(3.32)式）と追加融資を考慮しない EL（E0[LT (0)], (3.6)式）を表 3.2で比較する．表 3.1で
112次元標準正規分布の分布関数（累積密度関数）の計算は，例えば，Hull [2000]の Appendix 11Cを参照．
123.2.3節では，時点 tでの貸出金利 rL = 1%，調達金利 rM = 0.5%と設定したが，初期時点の貸出金利，調達

金利もそれぞれ rL0 = 1%，rM0 = 0.5%と同じ金利を想定する．なお，両時点での適用金利が異なっても同様に
議論できる．また，時点 tで貸出量（EaD）ではなく追加融資の貸出金利 rL を調整して EL最小化を行うモデル
も考えられる．
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はAtの値によって追加融資が行われない場合が存在したが，表 3.2では，時点 tまでの資産価

値変動が確率的に与えられるため，どのようなA0の水準に対しても追加融資の可能性がある．

表 3.2からは，どの当初資産価値A0に対しても，追加融資を考慮することによって，ELが小

さくなること，特に，A0が小さい場合には µがある程度大きくても，時点 tでの資産価値 At

が小さいままである可能性が高く，PDの低下を見込んで追加融資が行われやすくなり，その

結果，ELの改善（低下）効果も大きくなることがわかる．

表 3.2: 追加融資を考慮した ELと考慮しない EL

A0 (1)E0[LT (∆
∗)] (2)E0[LT (0)] (1)−(2) PI PII PIII

80 10.78 12.00 −1.21 0.1% 24.2% 75.8%

85 7.45 8.03 −0.58 0.4% 45.9% 53.7%

90 4.66 4.90 −0.24 2.0% 66.4% 31.6%

95 2.54 2.63 −0.09 6.4% 78.1% 15.4%

100 1.06 1.10 −0.04 15.7% 78.0% 6.3%

105 0.11 0.15 −0.04 30.2% 67.6% 2.2%

110 −0.47 −0.40 −0.07 47.9% 51.4% 0.6%

120 −1.06 −0.86 −0.21 79.3% 20.6% 0.0%

3.3 追加融資を考慮したVaRとUL

3.2節では EL最小化を前提として最適な追加融資量や初期時点での ELの評価，数値例によ

るEL改善幅を考察した．期中時点でEL最小化を目的とした追加融資を行うことを想定したと

き，ULが引き下げられるとは限らず，その場合，信用リスクが削減されるとはいえない．UL

が上昇したときには，その分に応じて自己資本を積み増す必要がある．そこで，本節では，追

加融資を考慮した場合のULを導出し，追加融資を考慮しない場合との比較を行う．

3.3.1 VaRとストレス時期待損失

銀行の与信ポートフォリオのULをVaRとELとの差で定義する．VaRの算出にあたっては，

1ファクターのマートンモデルを用いる．すなわち，ポートフォリオを構成する各与信 iの損失

Liは，共通ファクター（システマティックリスクファクター）X と，それとは独立な個別ファ

クター Yiによって生じるとする．このとき，共通ファクターXを所与とすると，各債務者のデ

フォルトは互いに独立となる．ポートフォリオが十分に分散化され，どの債務者のエクスポー

ジャーも，ポートフォリオ全体に比べると無視しうるほど小さいという状況では，与信ポート

フォリオの損失L =
∑

i Liの分布は，大数の法則により，Xを所与とするときの条件付期待損

失 E[L|X]で与えられる（Vasicek [2002]; Gordy [2003]; 安藤 [2005]）．さらに，(1)共通ファ

クターX は単変量，(2)全ての与信 iについて，共通ファクターX の条件付期待損失E[Li|X]

は，X について連続微分可能で単調減少関数，という 2つの条件が成立するとき，ポートフォ

リオの損失分布の α分位点 qα(L)，すなわち，信頼水準 αのVaRは，X の 1− α分位点 x1−α
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を用いて，(3.33)式で表現される．

qα(L) = E[L|X = x1−α] (3.33)

ここで，(3.33)式の条件付期待値について，

E[L|X = x1−α] =
∑
i

E[Li|X = x1−α] (3.34)

が成立し，ポートフォリオのVaRである qα(L)に対する各与信 iの寄与分は，

SELi = E[Li|X = x1−α] (3.35)

で表すことができる．(3.35)式を与信 iのストレス時期待損失（SEL）と呼ぶ．信頼水準 αで

の与信ポートフォリオのULのうち，与信 iの寄与分は，

ULi = SELi − E[Li] (3.36)

と表されるため，与信 iのストレス時期待損失を求めることで，ポートフォリオの ULに対す

る与信 iの寄与を算出することができる．表記の簡便化のため，以下では添字 iを省略する．

3.3.2 ストレス時期待損失の算出

ストレス時期待損失（SEL）を求めるため，まず「ストレス」を定義する．(3.1)式で表され

る企業の資産価値変動を導出する標準ブラウン運動Wtは，共通ファクターXtと
√
Rという

相関を持ち，共通ファクターXt，個別ファクター Ytは互いに独立な標準ブラウン運動で表現

されるとする13．このようなWtは，

Wt =
√
RXt +

√
1−RYt (3.37)

で与えられる．

X0 = 0とすると，「ストレス」は，XT =
√
TΦ−1(1 − α) = −

√
TΦ−1(α)という値をとって

いる状況を指す．したがって，ストレス状況下での銀行の期待損失 SELは，追加融資を考慮し

なければ，

qα(L) = SEL = D(e(rM0−rL0)T − 1) + E0[(D −AT )
+|XT = −

√
TΦ−1(α)] (3.38)

と表現できる．(3.38)式の条件付期待値を評価すると，追加融資を考慮しない場合の SELは，

SEL = D{e(rM0−rL0)T − 1 + Φ(dS)} −A0e
µT e−σ

√
T
√
RΦ−1(α)e−Rσ2T/2Φ(dS − σ

√
T
√
1−R)
(3.39)

で与えられる（詳細は 3.C節を参照）．ここで，dS は次式のように定義した．

dS ≡
d0 +

√
RΦ−1(α)√
1−R

=
Φ−1(PD) +

√
RΦ−1(α)√

1−R
(3.40)

13本章では，バーゼル II の内部格付アプローチの考え方（Basel Committee on Banking Supervision [2005b]

を参照）に即して，資産価値と共通ファクターの相関を正の値
√
Rとしているが，共通ファクターと負の相関を持

つ資産価値についても本章の枠組みで考えられる．
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3.3.3 時点 tでのストレス時期待損失

時点 tでの追加融資後の当該企業のストレス時期待損失は，

SELt(∆
∗) = D(e(rM0−rL0)T − 1) + ∆∗(e(rM−rL)τ − 1)

+ Et[(D +∆∗ −AT )
+|XT = −

√
TΦ−1(α), Xt, Yt]

(3.41)

と表現される．ここでは，追加融資がなされる場合と追加融資がなされない場合に分けて，(3.41)

式右辺の期待値がどのように表現されるかを考察する．

追加融資がなされる場合 Xt, XT−t ≡ XT −Xtを用いてストレスの条件を表すと，

XT = Xt +XT−t = −
√
TΦ−1(α) (3.42)

となる．∆∗が時点 tでの ELを最小化する最適な追加融資量であることを考慮すると，AT は，

YT−t ≡ YT − Ytも用いて，

AT = (At +∆∗e−rLτ )e(µ−σ2/2)τeσ(
√
RXT−t+

√
1−RYT−t)

= (D +∆∗)e−d∗σ
√
τeσ(

√
RXT−t+

√
1−RYT−t)

= (D +∆∗)e−d∗σ
√
τeσ{

√
R(−

√
TΦ−1(α)−Xt)+

√
1−RYT−t}

(3.43)

と表現される．このとき，(3.41)式は次式に帰着する．

SELt(∆
∗) = D(e(rM0−rL0)T − 1) + ∆∗(e(rM−rL)τ − 1)

+ (D +∆∗)Et[(1− e−d∗σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
RXteσ

√
1−RYT−t)+|Xt]

= D(e(rM0−rL0)T − 1) + (e(rM−rL)τ − 1)
At −Dξ∗

ξ∗ − e−rLτ

+
At −De−rLτ

ξ∗ − e−rLτ
Et[(1− e−d∗σ

√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
RXteσ

√
1−RYT−t)+|Xt]

(3.44)

追加融資がなされない場合 追加融資がなされない場合，∆∗ = 0より，(3.41)式は次式に帰着

する．

SELt(0) = D(e(rM0−rL0)T − 1) + Et[(D −AT )
+|XT = −

√
TΦ−1(α), Xt, Yt]

= D(e(rM0−rL0)T − 1) + Et[(D −A0e
(µ−σ2/2)T eσ{−

√
RTΦ−1(α)+

√
1−R(Yt+YT−t)})+|Yt]

(3.45)

3.3.4 初期時点でのストレス時期待損失

追加融資を考慮した初期時点でのストレス時期待損失E0[SELt(∆
∗)]は，追加融資を考慮し

た ELと同様に，時点 tでの資産価値Atの状態に応じて 3つの状態に分けて評価できる．すな

わち，

E0[SELt(∆
∗)] = SELI + SELII + SELIII (3.46)

ただし，

SELI ≡ E0[SELt(∆
∗
1)1{At>Dξ∗1}] (3.47)
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SELII ≡ E0[SELt(0)1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}] (3.48)

SELIII ≡ E0[SELt(∆
∗
2)1{At<Dξ∗2}] (3.49)

となる．これは，追加融資を考慮した ELと同様，2次元正規分布の分布関数を用いて解析的

に表現できる．その導出の概略を以下に示す．

状態 Iの SEL (3.44)式を用いて，(3.47)式を評価すると次式を得る（詳細は 3.D節を参照）．

SELI = D(e(rM0−rL0)T − 1)Φ(−δ∗1)

+
1

ξ∗1 − e−rLτ
[(e(rM−rL)τ − 1){A0e

µtΦ(−δ∗1 + σ
√
t)−Dξ∗1Φ(−δ∗1)}

+A0e
µt{Φ2(−δ∗1 + σ

√
t, h∗1 + σRt/

√
η; ρ∗)

− e−σh∗
1
√
η−σ2t/2+σ2(1−R)T/2Φ2(−δ∗1 + σ(1−R)

√
t, h∗1 − σ(1−R)τ/

√
η; ρ∗)}

−De−rLτ{Φ2(−δ∗1 , h∗1; ρ∗)− e−σh∗
1
√
η+σ2η/2Φ2(−δ∗1 − σR

√
t, h∗1 − σ

√
η; ρ∗)}]

(3.50)

ただし，η，h∗1，h
∗
2，ρ

∗は (3.51), (3.52), (3.53)式のように与える．

η ≡ (1−R)τ +Rt (3.51)

h∗i ≡
d∗i
√
τ +Φ−1(α)

√
RT

√
η

, i = 1, 2 (3.52)

ρ∗ ≡ R
√
t/η (3.53)

状態 IIのSEL (3.45)式を用いて，(3.48)式を評価すると，次式を得る（詳細は 3.D節を参照）．

SELII = D(e(rM0−rL0)T − 1){Φ(δ∗1)− Φ(δ∗2)}+D{Φ2(dS , δ
∗
1; ρS)− Φ2(dS , δ

∗
2 ; ρS)}

−A0e
(µ−σ2R/2)T−σ

√
RTΦ−1(α){Φ2(dS − σS , δ∗1 − ρSσS ; ρS)

− Φ2(dS − σS , δ∗2 − ρSσS ; ρS)}

(3.54)

ただし，dS は (3.40)式，ρS，σS は (3.55), (3.56)式のように与える．

ρS ≡
√

(1−R)t/T (3.55)

σS ≡ σ
√

(1−R)T (3.56)

状態 IIIの SEL 状態 Iの SELと同様に，(3.49)式を評価すると，次式を得る（詳細は 3.D節

を参照）．

SELIII = D(e(rM0−rL0)T − 1)Φ(δ∗2)

+
1

ξ∗2 − e−rLτ
[(e(rM−rL)τ − 1){A0e

µtΦ(δ∗2 − σ
√
t)−Dξ∗2Φ(δ∗2)}

+A0e
µt{Φ2(δ

∗
2 − σ

√
t, h∗2 + σRt/

√
η;−ρ∗)

− e−σh∗
2
√
η−σ2t/2+σ2(1−R)T/2Φ2(δ

∗
2 − σ(1−R)

√
t, h∗2 − σ(1−R)τ/

√
η;−ρ∗)}

−De−rLτ{Φ2(δ
∗
2, h

∗
2;−ρ∗)− e−σh∗

2
√
η+σ2η/2Φ2(δ

∗
2 + σR

√
t, h∗2 − σ

√
η;−ρ∗)}]

(3.57)
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全体の SEL (3.46), (3.50), (3.54), (3.57)式より，追加融資を考慮したストレス時期待損失

SELは，次式のように 2次元正規分布の分布関数を用いた解析解で表せる．

E0[SELt(∆
∗)] = D(e(rM0−rL0)T − 1)

+
1

ξ∗1 − e−rLτ
[(e(rM−rL)τ − 1){A0e

µtΦ(−δ∗1 + σ
√
t)−Dξ∗1Φ(−δ∗1)}

+ {A0e
µtΦ2(−δ∗1 + σ

√
t, h∗1 + σRt/

√
η; ρ∗)−De−rLτ{Φ2(−δ∗1, h∗1; ρ∗)}

− e−σh∗
1
√
η{A0e

µt−σ2t/2+σ2
S/2Φ2(−δ∗1 + σ(1−R)

√
t, h∗1 − σ(1−R)τ/

√
η; ρ∗)

−De−rLτ+σ2η/2Φ2(−δ∗1 − σR
√
t, h∗1 − σ

√
η; ρ∗)}]

+
1

ξ∗2 − e−rLτ
[(e(rM−rL)τ − 1){A0e

µtΦ(δ∗2 − σ
√
t)−Dξ∗2Φ(δ∗2)}

+ {A0e
µtΦ2(δ

∗
2 − σ

√
t, h∗2 + σRt/

√
η;−ρ∗)−De−rLτΦ2(δ

∗
2, h

∗
2;−ρ∗)}

− e−σh∗
2
√
η{A0e

µt−σ2t/2+σ2
S/2Φ2(δ

∗
2 − σ(1−R)

√
t, h∗2 − σ(1−R)τ/

√
η;−ρ∗)

−De−rLτ+σ2η/2Φ2(δ
∗
2 + σR

√
t, h∗2 − σ

√
η;−ρ∗)}]

+D{Φ2(dS , δ
∗
1 ; ρS)− Φ2(dS , δ

∗
2; ρS)}

−De−dSσS+σ2
S/2{Φ2(dS − σS , δ∗1 − ρSσS ; ρS)− Φ2(dS − σS , δ∗2 − ρSσS ; ρS)}

(3.58)

3.3.5 追加融資を考慮したELとULの数値例

3.2.4節と同じ設定のもとで追加融資を考慮した ELとULの数値例を示す．ULの算出では，

信頼水準 α = 99.9%として，追加融資を考慮したEL，SEL，ULの寄与を求め，追加融資を考

慮しない EL，SEL，ULの寄与と比較する．相関については，R = 0.12をベースにR = 0.24

の場合も検証する14．その結果を表 3.3に示す．

表 3.3: 追加融資を考慮したULと考慮しないUL

A0 EL(∆∗) EL(0)
R=0.12 （参考）R=0.24

SEL(∆∗) SEL(0) UL(∆∗) UL(0) UL(∆∗) UL(0)

80 10.78 12.00 30.16 23.18 19.37 11.18 27.40 15.81

85 7.45 8.03 22.26 18.62 14.81 10.60 21.30 15.37

90 4.66 4.90 15.97 14.32 11.31 9.42 16.82 14.16

95 2.54 2.63 11.18 10.43 8.64 7.80 13.56 12.28

100 1.06 1.10 7.69 7.12 6.63 6.02 11.17 9.97

105 0.11 0.15 5.32 4.48 5.21 4.32 9.59 7.58

110 −0.47 −0.40 3.91 2.50 4.38 2.90 8.85 5.39

120 −1.06 −0.86 3.16 0.23 4.22 1.09 9.63 2.25

備考: 簡単化のため以下のような表記法を用いている．EL(∆∗) ≡ E0[LT (∆
∗)]，SEL(∆∗) ≡

E0[SELt(∆
∗)]，UL(∆∗) ≡ E0[SELt(∆

∗)] − E0[LT (∆
∗)]，EL(0) ≡ E0[LT (0)]，

SEL(0) ≡ E0[SELt(0)]， UL(0) ≡ E0[SELt(0)]− E0[LT (0)]．

14バーゼル II の内部格付アプローチでは，事業法人向けの与信について，PD に応じて指定関数に従い 0.12～
0.24の Rを設定することが求められている（ただし，売上高が 5千万ユーロ未満の場合は売上高でも調整される）．
ここでは，バーゼル IIで求められる相関 Rのうち，最も小さいもの（0.12）と最も大きいもの（0.24）を設定した．
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表 3.3より，期待損失を最小化するような追加融資が行われる場合，ELは小さくなるものの，

SELが大きくなり，ULの寄与が拡大することがわかる．これは，ELを抑制するための追加融

資がEaDを拡大させたため，満期時点がストレス状態にあった場合，損失がより拡大してしま

うことを意味している．また，ULの増加幅は相関Rが高いほど大きくなることがわかる．

このように，銀行が期待損失の最小化（期待収益の最大化）行動を行うと，ULで測ったと

きに非常に大きな信用リスクを抱えてしまう危険性があることがわかる．この問題に対しては，

平均分散分析のように，ELを一定値より低い水準に抑えたうえで，ULを最小化するという行

動原理や，自己資本をある一定水準に保つため，ULの上限をその範囲に抑えつつ，ELを最小

化（期待収益を最大化）する行動原理を規定し対処することが考えられる．あるいは，ELと

ULが取りうる組合せの中から，両者のトレードオフを勘案して銀行にとって望ましい組合せ

を選択するという考え方もある．銀行が融資の信用リスクを動的に管理しようとする場合，EL

やULに対してどのような選好を持ち，その選好に従ってどのように行動するかの判断基準を

明確に持つことが求められる．

3.4 結論

本章では，信用リスクモデルの構成要素の中で取組みが遅れていたEaDの変化について，追

加融資を考慮したモデル化を試み，信用リスク量（EL，UL）を解析的に導出し，その検証を

行った．EaDを銀行がコントロールできる変数として内生的にモデル化し，EaD，PD，LGD

の構造的な関係に注目して，動的な信用リスクを解析的に評価したことが本章の特徴である．

具体的には，企業の資産価値を幾何ブラウン運動で与え，銀行が期中の資産価値に応じて期待

損失を最小化するように追加融資を行うモデルを考えた．このもとで，初期時点でのELとUL

（の寄与）が 2次元正規分布の分布関数を用いて表現できることを示した．

本章では，ELとULの解析的な評価が得られることに重点を置いたため，捨象した点や現実

的ではない設定がいくつかある．主なものとしては，以下の点が挙げられる．

1. 追加融資量は銀行が定められる（常に資金需要がある）と考えている点．

2. 将来時点 tにおける貸出金利 rLを外生的に与えていて（初期時点で観測可能），その時

点 tの資産価値に依存しないと考えている点．

3. ELの最小化を銀行の行動原理と考えている点．

4. 資産価値のパラメータ µや σは満期まで一定と考えている点．

5. 追加融資を期中で 1回だけと考えている点．

1.と 2.については，本来，企業の資金需要と銀行の資金供給の双方により，追加融資量や貸

出金利が決まるはずだが，本章では簡単化のため，このような仮定を置いている．ただし，資

産の期待成長率 µが貸出金利 rLよりも大きい状況では，追加融資は資本価値を上げることに

なるため，企業は追加融資の提供を受けると考えても不自然ではない．なお，銀行間の貸出競

争を考慮すると，モデルが更に複雑になるため，対象企業につき 1行の独占供給を考えている．

3.については，3.3.5節で考察したように他の行動原理を想定することもできるが，効用関数

や自己資本の設定が不要で，最も取り扱いやすい期待損失最小化（期待収益最大化）から着手

した．
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4.については，銀行は資産価値のパラメータ µや σについては融資期間中不変であることを

確信できる範囲内で融資期間 T を設定しているとも考えることができる．この仮定のもとでは，

時点 tで資産価値が低くなったとしても，偶々下振れした資産価値のパスの 1つが実現したに

すぎず，その後は平均的には期待成長率 µで資産価値が回復していくと考える．パラメータ µ

が確率変動するようなモデル化や時点 tで観察された資産価値 Atに応じて µを再設定するよ

うなモデル化も可能ではあるが，解析的に扱いにくくなるため本章では考えなかった．

5.については，追加融資を複数回可能とすると，解析的に扱いにくくなるため，1回として

いる．なお，複数回にしてもシミュレーションによる分析は可能であるが，問題の本質を理解

するうえでは 1回の追加融資に絞った方が追加融資の効果を解釈しやすいと判断した．

このように，本章では簡単化のために捨象した点も多いが，期待損失最小化という銀行の行

動原理のもとで，追加融資が生じる現象を示し，その理由を PDの抑制や金利差に伴う期待収

益の向上で説明することができた．また，追加融資に伴う EaDの変化が，PDや LGDに及ぼ

す影響を構造的に捉え，EL，ULの解析解が導出可能なことを示した．バーゼル IIの先進的内

部格付手法では PDや LGDのみならず EaDの評価も求められている．本章のモデルは，EaD

の内生性や PD，LGD，EaDの相互関係を考慮して ELやULを算出する際の 1つのアプロー

チとして位置付けられる．

本章で扱った 1期間構造型モデルは，EaDの内生性などを考える際には有効なモデルである

が，デフォルト確率が資産と負債の関係で決まってしまうため，連続的に考えた場合でも，資

産が負債を大幅に上回っている際には突然デフォルトすることが想定できないモデルとなる．

このことにより，短期の信用スプレッドを説明しにくいという問題を抱える．そこで，次章で

は本章で考えたようにリスクファクター間の相互依存関係を考慮しつつも，期中でもデフォル

トが生じうるモデルとして，確率的なデフォルト強度のモデルを扱う．

3.A 期中での追加融資の判定

3.A.1 追加融資が行われる資産価格の水準

本文 (3.12)式の f(d)の 1階微分は，

f ′(d) = ϕ(d)− e(µ−rL)τϕ(d− σ
√
τ)

= {1− e(µ−rL−σ2/2)τeσ
√
τd}ϕ(d)

(3.59)

となるため，(3.60)式が成立する．

f ′(d)

> 0 if d < d̄,

< 0 if d > d̄,
(3.60)

ただし，d̄は (3.61)式で表される値である．

d̄ =
rL − µ+ σ2/2

σ

√
τ (3.61)

dの極限や d̄に関する f(d)の値は，以下のとおりになる．

lim
d→−∞

f(d) = e(rM−rL)τ − 1 (3.62)
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lim
d→∞

f(d) = e(rM−rL)τ − e(µ−rL)τ = {erM τ − eµτ}e−rLτ (3.63)

f(d̄) = e(rM−rL)τ − 1 + Φ(d̄)− e(µ−rL)τΦ(d̄− σ
√
τ) (3.64)

追加融資量が有限であるという条件のもとでは f(d̄) > 0となることから，(3.62)～(3.64)式よ

り，rL > rM ならば d∗1 < d̄の領域で f(d∗1) = 0となる d∗1が存在し，µ > rM ならば d̄ < d∗2の

領域で f(d∗2) = 0となる d∗2が存在する．

これら d∗1, d
∗
2は，f(d)の 1階微分が (3.59)式のように与えられることから，例えば，ニュー

トン法15によって求めることができる．ただし，(3.59)式で与えられる f ′(d)は dの絶対値が大

きいところでは急速に 0に近づき，ニュートン法が不安定になる場合もある．この場合は，2

分法16など他の手法によって d∗1, d
∗
2を求めることができる．

次に，t, T , rM , rL, µ, σを所与とし，追加融資が行われる At の水準を検討する．ここで，

追加融資が行われる直前の dtの水準，すなわち，dt(0)をAtの関数と考え直して，関数 d̃(At)

を以下のように定義する．

d̃(At) = dt(0) =
1

σ
√
τ

{
ln
D

At
−
(
µ− σ2

2

)
τ

}
(3.65)

そのうえで，関数 h(At)を

h(At) ≡ lim
∆→0

∂Et[LT (∆)]

∂∆
= e(rM−rL)τ − 1 + Φ(d̃(At))− e(µ−rL)τΦ(d̃(At)− σ

√
τ) (3.66)

と置くと，h(At) < 0となる資産価格の水準Atであれば追加融資が行われることがわかる．実

際，(3.62)～(3.64)式より，d̃(At) < d∗1か d̃(At) > d∗2の場合に h(At) < 0となることが確認さ

れる．そこで，各々のケースについて，Atの閾値を求めてみる．

まず，rL > rM の状況で，d̃(At) < d∗1ならば，

lnD − lnAt < d∗1σ
√
τ + (µ− σ2/2)τ (3.67)

より，

At > De−d∗1σ
√
τ−(µ−σ2/2)τ = Dξ∗1 (3.68)

となる．同様に，µ > rM の状況で d̃(At) > d∗2ならば，

At < De−d∗2σ
√
τ−(µ−σ2/2)τ = Dξ∗2 (3.69)

となり，Dξ∗1 およびDξ∗2 が追加融資の有無を分ける資産水準Atの閾値になることがわかる．

次に，各々のケースで最適な追加融資量∆∗
1，∆∗

2を求める．rL > rM の状況で，(3.68)式の

状況で追加融資∆ > 0を行うとき，At > De−d̄σ
√
τ−(µ−σ2/2)τ = De−rLτ を満たすことから，

At

D
>
At +∆e−rLτ

D +∆
≥ ξ∗1 (3.70)

となっており，最適な追加融資量∆∗
1では，

At +∆∗
1e

−rLτ

D +∆∗
1

= ξ∗1 (3.71)

15適当な dの初期値 d(0) を与え，d(n+1) = d(n) − f(d(n))

f ′(d(n))
で値を更新し，収束した値を解とする方法．

16d∗1 < d̄の d∗1 を求めるのであれば，まず，初期値として dがとりうる下限の値を dL，上限の値を dH = d̄とす
る．dM = (dL + dH)/2に対して，f(dM ) > 0であれば dH = dM として更新し，f(dM ) < 0であれば dL = dM

として更新し，f(dM )が十分に 0に近づくか dH − dL が十分に小さくなったときの dM を解とする方法．
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を満たす．同様に，µ > rM で (3.69)式の状況で追加融資を行うときは，At < De−rLτ となっ

ており，
At

D
<
At +∆e−rLτ

D +∆
≤ ξ∗2 (3.72)

を満たし，最適な追加融資量∆∗
2は，

At +∆∗
2e

−rLτ

D +∆∗
2

= ξ∗2 (3.73)

を満たす．(3.71), (3.73)式より，最適な追加融資量∆∗
1，∆∗

2は (3.74)式で与えられる．

∆∗
1 =

At −Dξ∗1
ξ∗1 − e−rLτ

, ∆∗
2 =

At −Dξ∗2
ξ∗2 − e−rLτ

(3.74)

3.A.2 パラメータの大小関係と追加融資の有無

(3.62)～(3.64)式より，企業の期待資産成長率 µ，貸出金利 rL，銀行の調達金利 rM の大小関

係と追加融資の有無を整理できる．企業の資金借入需要については，脚注 9のとおり µ ≥ rL

では追加融資により期待資本価値が向上するため必ず需要があると考えることができる．また，

3.A.4節で示すように rL ≤ rM または µ ≤ rM では追加融資量は有限となる．以上の関係を纏

めると，表 3.4のとおりとなる．

表 3.4: 時点 tでのパラメータの大小関係と追加融資
パラメータの大小 融資量 追加融資の有無 企業の借入需要

µ ≥ rL > rM
有限 At > Dξ∗1 , At < Dξ∗2 で追加融資 必ず需要
無限 Atの水準によらず追加融資

rL > µ ≥ rM
有限 At > Dξ∗1 , At < Dξ∗2 で追加融資 需要は不明
無限 Atの水準によらず追加融資

µ ≥ rM ≥ rL 有限 At < Dξ∗2 で追加融資 必ず需要

rL ≥ rM > µ 有限 At > Dξ∗1 で追加融資 需要は不明

rM ≥ µ > rL 追加融資されない
rM ≥ rL ≥ µ

3.A.3 追加融資量が有限であるための必要十分条件

∂Et[LT (∆)]/∂∆|∆=0が負という状況であっても，∂Et[LT (∆)]/∂∆|∆→∞が負の場合，追加

融資量は有限にはならない．Et[LT (∆)]の追加融資量∆に関する 2階微分を求めてみると，

∂2Et[LT (∆)]

∂∆2
= {1− e(µ−rL−σ2/2)τeσ

√
τdt}ϕ(dt)

∂dt(∆)

∂∆

=
(At −De−rLτ )2

σ
√
τ(D +∆)(At +∆e−rLτ )2

ϕ(dt(∆))

(3.75)

となり，常に正であるが，∆→∞の極限では，

lim
∆→∞

∂2Et[LT (∆)]

∂∆2
=

(At −De−rLτ )2ϕ(d̄)

σ
√
τ

lim
∆→∞

1

(D +∆)(At +∆e−rLτ )2
= 0 (3.76)
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となり，直線に漸近することがわかる．漸近する直線の傾きは，

lim
∆→∞

∂Et[LT (∆)]

∂∆
= e(rM−rL)τ − 1 + Φ(d̄)− e(µ−rL)τΦ(d̄− σ

√
τ) (3.77)

で表現でき，追加融資量が有限であるには (3.77)式が正であることが必要十分条件となる．こ

の条件は，lim∆→∞ dt(∆) = d̄より，

f(d̄) > 0 (3.78)

と同値である．

3.A.4 追加融資量が有限であるためのパラメータの条件

(3.77)式右辺の Φ(d̄)− e(µ−rL)τΦ(d̄− σ
√
τ)は必ず正になる．したがって，rL ≤ rM では追

加融資量は有限となる．また，rM < rLであっても µ ≤ rM であれば追加融資量は有限となる．
以下，このことを示すために，次の命題 3.1を証明する．

命題 3.1. 実数 αと正の実数 sに対して，Φ(−α+ s/2)− eαsΦ(−α− s/2) > 0

証明. 対数正規分布 (3.79)式に従う確率変数X を考える．

lnX ∼ N(αs− s2/2, s2) (3.79)

このとき，

Y ≡ lnX − (αs− s2/2)
s

(3.80)

と置くと，Y ∼ N(0, 1)であり，

Pr((1−X)+ > 0) = Pr(X < 1) = Pr(Y <
−(αs− s2/2)

s
) = Φ(−α+ s/2), (3.81)

となる．定義により，(1 −X)+ ≥ 0であり，(3.81)式より，(1 −X)+ > 0となる確率は正で

あるから，(3.80)式を用いて

0 < E[(1−X)+] =

∫ −α+s/2

−∞
(1− esy+αs−s2/2)ϕ(y)dy

= Φ(−α+ s/2)− eαsΦ(−α− s/2)
(3.82)

となり，命題 3.1が示された．

α = (µ − rL)
√
τ/σ, s = σ

√
τ と置いて命題 3.1 を適用すると，(3.77) 式右辺の Φ(d̄) −

e(µ−rL)τΦ(d̄−σ
√
τ)は正になることがわかる．すなわち，rL ≤ rM であれば (3.77)式右辺は正

となることから，追加融資量は有限になることがわかる．

rL > rM であっても，µ ≤ rM ならば，

lim
∆→∞

∂Et[LT (∆)]

∂∆
≥ e(µ−rL)τ − 1 + Φ(d̄)− e(µ−rL)τΦ(d̄− σ

√
τ)

= e(µ−rL)τ{Φ(−d̄+ σ
√
τ)− e(rL−µ)τΦ(−d̄)}

(3.83)

となるから，α = (rL − µ)
√
τ/σ, s = σ

√
τ と置いて命題 3.1を適用すると，(3.83)式の右辺は

正になり，追加融資量は有限になることがわかる．

したがって，rL ≤ rM あるいは µ ≤ rM であれば追加融資量は有限となり，追加融資量が無
限になるのは rL > rM かつ µ > rM に限られることがわかる．
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3.B 時点 tでの状態別の期待損失

状態 IのEL rL > rM でAt > Dξ∗1 ならば，時点 tで追加融資が行われる．その状態 Iの EL

をELIとすると，(3.16)式から，

ELI ≡ E0[LT (∆
∗
1)1{At>Dξ∗1}] =D{Φ(d

∗
1) + e(rM0−rL0)T − 1}Pr[At > Dξ∗1 ]

− eµτΦ(d∗1 − σ
√
τ)E[At1{At>Dξ∗1}]

(3.84)

となる．ここで，(3.84)式中の期待値E0[At1{At>Dξ∗1}]は次式のように展開できる．

E0[At1{At>Dξ∗1}] =

∫ ∞

δ∗1

A0e
(µ−σ2/2)teσ

√
tvϕ(v)dv = A0e

µt

∫ ∞

δ∗1

ϕ(v − σ
√
t)dv

= A0e
µt{1− Φ(δ∗1 − σ

√
t)} = A0e

µtΦ(−δ∗1 + σ
√
t)

(3.85)

よって，ELIは (3.25)式で与えられる．

状態 IIのEL Dξ∗2 ≤ At ≤ Dξ∗1 ならば，追加融資は行われない．状態 IIの ELを ELIIとす

ると，(3.10)式で∆ = 0としたうえでAtの確率分布に応じて期待値を評価し，

ELII ≡ E0[LT (0)1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}] = D(e(rM0−rL0)T − 1)Pr[Dξ∗2 ≤ At ≤ Dξ∗1 ]

+DE0[Φ(d̃(At))1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}]− e
µτE0[AtΦ(d̃(At)− σ

√
τ)1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}]

(3.86)

で与えられる．ただし，d̃(At)は (3.65)式で定義した．ここで，標準正規分布に従う確率変数

vを用いて lnAtを

lnAt = lnA0 − (µ− σ2/2)t+ σ
√
tv

と表現すると，

d̃(At) = d0
√
T/τ − v

√
t/τ

となり，

E0[Φ(d̃(At))1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}] =

∫ δ∗1

δ∗2

Φ(d0
√
T/τ − v

√
t/τ)ϕ(v)dv

と展開できる．ここで，相関 ρ の 2 次元標準正規分布の密度関数を ϕ2(x, y; ρ)，分布関数を

Φ2(x, y; ρ)と表すと，

Φ2(x, y; ρ) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
ϕ2(u, v; ρ)dvdu =

∫ x

−∞
Φ(

y − ρu√
1− ρ2

)ϕ(u)du

と表現できるため，ρを (3.29)式で与えると，

E0[Φ(d̃(At))1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}] = Φ2(δ
∗
1 , d0; ρ)− Φ2(δ

∗
2 , d0; ρ) (3.87)

となる．さらに，

E0[AtΦ(d̃(At)− σ
√
τ)1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}]

= A0e
(µ−σ2/2)t

∫ δ∗1

δ∗2

eσ
√
tvΦ(d0

√
T/τ − σ

√
τ − v

√
t/τ)ϕ(v)dv

= A0e
µt

∫ δ∗1

δ∗2

Φ(d0
√
T/τ − σ

√
τ − v

√
t/τ)ϕ(v − σ

√
t)dv

= A0e
µt{Φ2(δ

∗
1 − σ

√
t, d0 − σ

√
T ; ρ)− Φ2(δ

∗
2 − σ

√
t, d0 − σ

√
T ; ρ)}

(3.88)

となる．(3.86)式に (3.26), (3.87), (3.88)式を代入して (3.28)式を得る．
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状態 IIIの EL µ > rM で At < Dξ∗2 ならば，時点 tで追加融資が行われる．その状態 IIIの

ELをELIIIとすると，(3.19)式から次式を得る．

ELIII ≡ E0[LT (∆
∗
2)1{At<Dξ∗2}]

= D{Φ(d∗2) + e(rM0−rL0)T − 1}Pr[At < Dξ∗2 ]

− eµτΦ(d∗2 − σ
√
τ)E0[At1{At<Dξ∗2}]

(3.89)

ここで，(3.85)式の導出と同様にして，

E0[At1{At<Dξ∗2}] = A0e
µtΦ(δ∗2 − σ

√
t) (3.90)

が得られることから，(3.89)式に (3.30), (3.90)式を代入して (3.31)式を得る．

3.C 追加融資がない場合の初期時点でのストレス時期待損失

まず，ストレス状況の条件XT = −
√
TΦ−1(α)を具体的に考察する．満期での資産価値の対

数値 lnAT を，標準正規分布に従う確率変数 wを用いて表現すると，(3.2)式より次式で与え

られる．

lnAT = lnA0 + (µ− σ2/2)T + σ
√
Tw (3.91)

さらに (3.91)式の wを互いに独立な標準正規分布に従う確率変数 x, yを用いて

w =
√
Rx+

√
1−Ry (3.92)

と表現し，(3.37)式と比較すると，XT = −
√
TΦ−1(α)という条件は x = −Φ−1(α)と同値に

なっていることがわかる．

したがって，追加融資がない場合の初期時点でのストレス時期待損失 (3.38)式は (3.93)式で

書き直すことができる．

SEL = D(e(rM0−rL0)T − 1) + E0[(D −A0e
(µ−σ2/2)T eσ

√
T (−

√
RΦ−1(α)+

√
1−Ry))+] (3.93)

ここで，dS を (3.40)式のように定義すると，

E0[(D −A0e
(µ−σ2/2)T eσ

√
T (−

√
RΦ−1(α)+

√
1−Ry))+]

=

∫ dS

−∞
(D −A0e

(µ−σ2/2)T eσ
√
T (−

√
RΦ−1(α)+

√
1−Ry))ϕ(y)dy

= DΦ(dS)−A0e
µT e−σ

√
T
√
RΦ−1(α)e−Rσ2T/2Φ(dS − σ

√
T
√
1−R)

(3.94)

と変形できる．(3.93)式に (3.94)式を代入すると，(3.39)式が導出される．

3.D 追加融資を考慮した各状態でのストレス時期待損失

状態 Iの SEL (3.44)式を用いて，(3.47)式を評価すると

SELI = D(e(rM0−rL0)T − 1)Pr[At > Dξ∗1 ] +
e(rM−rL)τ − 1

ξ∗1 − e−rLτ
E0[(At −Dξ∗1)1{At>Dξ∗1}]

+
1

ξ∗1 − e−rLτ
E0[(At −De−rLτ )(1− e−d∗1σ

√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
RXteσ

√
1−RYT−t)+1{At>Dξ∗1}]

(3.95)
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となる．

(3.95)式において，

E0[(At −Dξ∗1)1{At>Dξ∗1}] = E0[At1{At>Dξ∗1}]−Dξ
∗
1 Pr[At > Dξ∗1 ]

= A0e
µtΦ(−δ∗1 + σ

√
t)−Dξ∗1Φ(−δ∗1)

(3.96)

が成立する．また，

E0[(At −De−rLτ )(1− e−d∗1σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
RXteσ

√
1−RYT−t)+1{At>Dξ∗1}]

= E0[(A0e
(µ−σ2/2)teσ(

√
RXt+

√
1−RYt) −De−rLτ )(1− e−d∗1σ

√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
RXteσ

√
1−RYT−t)

× 1{
√
RXt+

√
1−RYt>δ∗1}

1{
√
1−RYT−t<d∗1

√
τ+

√
R(

√
TΦ−1(α)+Xt)}]

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

δ∗1−
√

Rx
√

1−R

∫ d∗1+
√

RT/τΦ−1(α)+
√

Rt/τx
√
1−R

−∞
(A0e

(µ−σ2/2)teσ
√
t(
√
Rx+

√
1−Ry) −De−rLτ )

(1− e−d∗1σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
Rtxeσ

√
(1−R)τw)ϕ(w)ϕ(y)ϕ(x)dwdydx

= A0e
µt

∫ ∞

−∞
Φ

(
−δ∗1 +

√
Rx√

1−R
+ σ

√
(1−R)t

)

Φ

(
d∗1 +

√
RT/τΦ−1(α) +

√
Rt/τx√

1−R

)
ϕ(x− σ

√
Rt)dx

+A0e
(µ−σ2/2)teσ

2(1−R)T/2e−d∗1σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)

∫ ∞

−∞
Φ

(
−δ∗1 +

√
Rx√

1−R
+ σ

√
(1−R)t

)

Φ

(
d∗1 +

√
RT/τΦ−1(α) +

√
Rt/τx√

1−R
− σ

√
(1−R)τ

)
ϕ(x)dx

−De−rLτ

∫ ∞

−∞
Φ

(
−δ∗1 +

√
Rx√

1−R

)
Φ

(
d∗1 +

√
RT/τΦ−1(α) +

√
Rt/τx√

1−R

)
ϕ(x)dx

+De−rLτe−d∗1σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)eσ

2(Rt+(1−R)τ)/2

∫ ∞

−∞
Φ

(
−δ∗1 +

√
Rx√

1−R

)

Φ

(
d∗1 +

√
RT/τΦ−1(α) +

√
Rt/τx√

1−R
− σ

√
(1−R)τ

)
ϕ(x+ σ

√
Rt)dx

であり，ここで，2次元正規分布関数に関する∫ ∞

−∞
Φ

(
a+
√
Rx√

1−R

)
Φ

(
b+

√
Rt/τx√

1−R

)
ϕ(x)dx = Φ2

(
a,

b
√
τ√

(1−R)τ +Rt
;

R
√
t√

(1−R)τ +Rt

)
の関係を用いて，(3.51)～(3.53)式のように η, h∗1, ρ

∗を置くと，

E0[(At −De−rLτ )(1− e−d∗1σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
RXteσ

√
1−RYT−t)+1{At>Dξ∗1}]

= A0e
µtΦ2(−δ∗1 + σ

√
t, h∗1 + σRt/

√
η; ρ∗)−De−rLτΦ2(−δ∗1 , h∗1; ρ∗)　

−A0e
(µ−σ2/2)teσ

2(1−R)T/2−d∗1σ
√
τ−σ

√
RTΦ−1(α)Φ2(−δ∗1 + σ(1−R)

√
t, h∗1 − σ(1−R)τ/

√
η; ρ∗)

+De−rLτe−d∗1σ
√
τ−σ

√
RTΦ−1(α)+σ2(Rt+(1−R)τ)/2Φ2(−δ∗1 − σR

√
t, h∗1 − σ

√
η; ρ∗)

(3.97)

となる．(3.95)式に (3.23)，(3.96)，(3.97)式を代入すれば，(3.50)式を導出できる．
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状態 IIの SEL (3.45)式を用いて，(3.48)式を評価すると，

SELII = D(e(rM0−rL0)T − 1)Pr[Dξ∗2 ≤ At ≤ Dξ∗1 ]

+ E0[(D −A0e
(µ−σ2/2)T eσ{−

√
RTΦ−1(α)+

√
1−R(Yt+YT−t)})+1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}]

(3.98)

となる．ここで，(3.55)式のように ρS を置くと，

E0[(D −A0e
(µ−σ2/2)T eσ{−

√
RTΦ−1(α)+

√
1−R(Yt+YT−t)})+1{Dξ∗2≤At≤Dξ∗1}]

=

∫ ∞

−∞

∫ dS
√
T−y

√
t√

τ

−∞

∫ δ∗1−
√
1−Ry

√
R

δ∗2−
√

1−Ry
√

R

(D −A0e
(µ−σ2/2)T eσ{−

√
RTΦ−1(α)+

√
1−R(

√
ty+

√
τw)})

× ϕ(x)ϕ(w)ϕ(y)dxdwdy

= D

∫ ∞

−∞
Φ(
dS
√
T − y

√
t√

τ
){Φ(δ

∗
1 −
√
1−Ry√
R

)− Φ(
δ∗2 −

√
1−Ry√
R

)}ϕ(y)dy

−A0e
(µ−σ2R/2)T−σ

√
RTΦ−1(α)

∫ ∞

−∞
Φ(
dS
√
T − y

√
t√

τ
− σ

√
(1−R)τ)

× {Φ(δ
∗
1 −
√
1−Ry√
R

)− Φ(
δ∗2 −

√
1−Ry√
R

)}ϕ(y − σ
√

(1−R)t)dy

= D{Φ2(dS , δ
∗
1 ; ρS)− Φ2(dS , δ

∗
2; ρS)}

−A0e
(µ−σ2R/2)T−σ

√
RTΦ−1(α){Φ2(dS − σ

√
(1−R)T , δ∗1 − σ(1−R)

√
t; ρS)

− Φ2(dS − σ
√

(1−R)T , δ∗2 − σ(1−R)
√
t; ρS)}

(3.99)

となり，(3.56)式のように σS を置くと，(3.26)式を用いて (3.54)式を導出できる．

状態 IIIの SEL 状態 Iの SELの導出と同様に，(3.96)式に対応して

E0[(At −Dξ∗2)1{At<Dξ∗2}] = E0[At1{At<Dξ∗2}]−Dξ
∗
2 Pr[At < Dξ∗2 ]

= A0e
µtΦ(δ∗2 − σ

√
t)−Dξ∗2Φ(δ∗2)

(3.100)

115



を得る．また，(3.97)式に対応して

E0[(At −De−rLτ )(1− e−d∗2σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
RXteσ

√
1−RYT−t)+1{At<Dξ∗2}]

=

∫ ∞

−∞

∫ δ∗2−
√

Rx
√

1−R

−∞

∫ d∗2+
√

RT/τΦ−1(α)+
√

Rt/τx
√

1−R

−∞
(A0e

(µ−σ2/2)teσ
√
t(
√
Rx+

√
1−Ry) −De−rLτ )

(1− e−d∗2σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
Rtxeσ

√
(1−R)τw)ϕ(w)ϕ(y)ϕ(x)dwdydx

= A0e
µt

∫ ∞

−∞
Φ

(
δ∗2 −

√
Rx√

1−R
− σ

√
(1−R)t

)

× Φ

(
d∗2 +

√
RT/τΦ−1(α) +

√
Rt/τx√

1−R

)
ϕ(x− σ

√
Rt)dx

−A0e
(µ−σ2/2)teσ

2(1−R)T/2−d∗2σ
√
τ−σ

√
RTΦ−1(α)

∫ ∞

−∞
Φ

(
δ∗2 −

√
Rx√

1−R
− σ

√
(1−R)t

)

× Φ

(
d∗2 +

√
RT/τΦ−1(α) +

√
Rt/τx√

1−R
− σ

√
(1−R)τ

)
ϕ(x)dx

−De−rLτ

∫ ∞

−∞
Φ

(
δ∗2 −

√
Rx√

1−R

)
Φ

(
d∗2 +

√
RT/τΦ−1(α) +

√
Rt/τx√

1−R

)
ϕ(x)dx

+De−rLτe−d∗2σ
√
τ−σ

√
RTΦ−1(α)+σ2(Rt+(1−R)τ)/2

∫ ∞

−∞
Φ

(
δ∗2 −

√
Rx√

1−R

)

× Φ

(
d∗2 +

√
RT/τΦ−1(α) +

√
Rt/τx√

1−R
− σ

√
(1−R)τ

)
ϕ(x+ σ

√
Rt)dx

を得る．ここで，∫ ∞

−∞
Φ

(
a−
√
Rx√

1−R

)
Φ

(
b+

√
Rt/τx√

1−R

)
ϕ(x)dx = Φ2

(
a,

b
√
τ√

(1−R)τ +Rt
;

−R
√
t√

(1−R)τ +Rt

)

の関係式を用いて，(3.51)～(3.53)式のように η, h∗2, ρ
∗を置くと，

E0[(At −De−rLτ )(1− e−d∗2σ
√
τe−σ

√
RTΦ−1(α)e−σ

√
RXteσ

√
1−RYT−t)+1{At<Dξ∗2}]

= A0e
µt{Φ2(δ

∗
2 − σ

√
t, h∗2 + σRt/

√
η;−ρ∗)

− e−σh∗
2
√
η−σ2t/2+σ2(1−R)T/2Φ2(δ

∗
2 − σ(1−R)

√
t, h∗2 − σ(1−R)τ/

√
η;−ρ∗)}

−De−rLτ{Φ2(δ
∗
2 , h

∗
2;−ρ∗)− e−σh∗

2
√
η+σ2η/2Φ2(δ

∗
2 + σR

√
t, h∗2 − σ

√
η;−ρ∗)}

(3.101)

を得ることから，(3.30)，(3.100)，(3.101)式から (3.57)式を導出できる．
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第4章 担保付貸出の損失分布モーメント評価

前章では，1期間構造型モデルで期中で 1回追加融資が行われることを想定した場合の期待

損失やVaRを導出した．ここでは信用リスク把握に際してデフォルト確率に注目するだけでな

く，エクスポージャーや回収率の動学的関係を捉えて，期待損失やより詳細な損失の分布を分

析することが重要であることが示された．ただし，こうした 1期間構造型モデルでは期中で突

然デフォルトするという事象を捉えることができない．そこで，本章では瞬間的なデフォルト

確率を示すデフォルト強度ないしハザード率を確率過程で表現することにより期中でもデフォ

ルトするという事象を捉える．具体的には担保付貸出を考え，デフォルト強度と担保価値との

変動間に負の相関がある場合を想定して，担保付貸出の期待損失や損失分布の高次モーメント

を解析的に導出する．導出方法としては以下の 2つのモデルで評価を行う．

1つ目のモデルは山下・吉羽 [2010]で示されたモデルである．デフォルト強度には非負性を保

つ Cox-Ingersoll-Ross型の平方根過程を想定し，担保価値の瞬間的な収益率はデフォルト強度

と負の相関を持つと想定する．この設定のもとで，担保付貸出の期待損失の被積分項はDuffie,

Pan and Singleton [2000]で示された拡張アフィン形式に帰着し，解析解が得られることを示

す．また，得られた解析解から，担保による期待回収額は，相関の影響を考慮した生存確率を

測度として期待担保価値を満期まで 1階積分することで評価されることを示す．

2つ目のモデルは山下・吉羽 [2011]で示されたモデルである．デフォルト強度は，Ornstein-

Uhlenbeck過程に従う潜在変数の 2次関数で表現されるとする 2次ガウス過程でモデル化し，

デフォルト強度の非負性を保つ．そのうえで，デフォルト強度が担保価値との負の相関を持つ

という条件を満たすようにモデル化して，担保付貸出の期待損失を解析的に評価する．得られ

た解析解から，担保による期待回収額は，山下・吉羽 [2010]のモデルと同様に相関の影響を考

慮して測度変換された生存確率を用いて期待担保価値を満期まで 1階積分することで評価され

ることを示す．

4.1 はじめに

景気後退期にはデフォルト率が上昇するとともに担保資産価値が下落するため，デフォルト

率と回収率に負の相関がみられるという実証分析がある（例えば，Altman et al. [2005]）．こう

した分析結果を基にバーゼル IIの先進的内部格付けアプローチでは，回収率の自行推計にあた

り，景気後退期を考慮した回収率を推定するように求めている（Basel Committee on Banking

Supervision [2005a]）．近年の金融危機の中でも，企業の信用力の低下（デフォルト率の上昇）

とともに担保資産価値の低下が進み，損失の悪化が進むという問題に注目が集まっている．こ

うした点を踏まえ，本章では瞬間的なデフォルト率を表すデフォルト強度の確率過程と担保価

値過程に負の相関がある場合の期待損失を解析的に評価する．

信用リスクの確率的なモデル化では，2つの大きなアプローチがある．1つは企業の資産負

債構造を基にデフォルト確率を定める構造型モデルであり，もう 1つは企業の瞬間的なデフォ
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ルトを外生的なデフォルト強度で表現するデフォルト強度モデル（誘導型モデル，ハザード率

過程モデル）である．

構造型モデルでは，企業の資産負債比率に基づき，負債を所与と仮定する一方で資産価値を

幾何ブラウン運動に従って変動すると仮定することによりデフォルト確率を捉えることが多い．

ここで，負債はデフォルトを決める資産価値の閾値を定めていることになる．担保付貸出を考

えるとき，企業資産価値の変動に加え，企業資産価値と正の相関を持つ担保資産価値の変動を

考えることでデフォルトと回収に負の相関がある担保付貸出の期待損失を評価することができ

る．そうしたモデルの代表的な研究は Pykhtin [2003]であるが，Pykhtin [2003]のモデルは 1

期間の構造型モデルになっている．1期間の構造型モデルは，デフォルトが特定の満期にしか

起こらないと仮定しており非現実的である．

構造型モデルの中には，特定の満期でのデフォルトを考えるのではなく，資産価値が負債を

下回った最初の時点をデフォルトとする初到達型のモデルもあるが（Black and Cox [1976]な

ど），初到達型のデフォルトのモデル化では，資産が負債を大きく上回っているときに短期的

にはデフォルトがほとんど起こらないことになってしまい，市場で観測される短期の信用スプ

レッドを説明できないという問題を抱えている．こうした問題に対しては資産価格やデフォル

ト閾値などの情報の不確実性を導入することにより構造型モデルの中で短期の信用スプレッド

を説明する手法もある（Duffie and Lando [2001]など）．Chen, Collin-Dufresne and Goldstein

[2009]では，過去のデータに基づきモデルから算出した理論信用スプレッドと市場観察される

信用スプレッドとの大きな乖離を「信用スプレッド・パズル」と呼び，初到達型のモデルを用

いてその解決を試みている．そこでは，「信用スプレッド・パズル」の要因の 1つとして，デフォ

ルト率と回収率の負の相関の可能性を指摘している．

本章では，デフォルト事象については，こうした内生的な構造型モデルで考えるのではなく，

外生的なデフォルト強度過程でモデル化する一方で，デフォルト強度と担保資産変動に負の相

関があるという設定のもとで期待損失や損失分布のモーメントについて解析的な評価を考える．

デフォルト強度モデルでは，デフォルトの確率過程をデフォルト強度で直接的に記述し，デ

フォルトは満期までいつでも生じうることになる．一方で，回収率については一定とみなすこと

が多い（Duffie [2005]を参照）．少し拡張した研究としては Bakshi, Madan and Zhang [2006]

があり，回収率がデフォルト強度の確定的な関数として与えられる場合を検討している．また，

Guo, Jarrow and Zeng [2009]はデフォルト後の回収キャッシュフローの確率過程を考察してい

る．Chen and Joslin [2009]は，彼らの示した一般的なモデルが適用できる事例の 1つとして，

回収のリスクを取り上げ，無リスク金利と回収率・デフォルト率の相関に注目して，債券価格

に対する具体的なモデルを提示している．そこでは，デフォルト強度を含む 2つの状態変数を

導入し，無リスク金利についてはこれらの状態変数の組合せでデフォルト強度との負の相関を

表現する一方で，回収率については Bakshi, Madan and Zhang [2006]と同様にデフォルト強

度の確定的な関数としている．本章では，回収率とデフォルト強度の負の相関に注目し，担保

価値（回収資産価値）の確率過程とデフォルト強度の拡散過程との間には負の相関を持つモデ

ルを構築し，景気を通じた回収率とデフォルト率の負の相関関係を表現する．

上述のようなモデルはこれまでほとんど考えられていないが，Kijima and Miyake [2004]は

同じような問題意識に沿って，不動産担保付貸出の価値評価を行っている．ここでは，リスク

中立測度下でデフォルト強度と短期金利（瞬間スポット金利）にOU（Ornstein-Uhlenbeck）過

程を仮定し，解析的に不動産担保付貸出の価値を算出している．デフォルト強度は瞬間的なデ

フォルト率を意味するため負の値はとりえないが，デフォルト強度をOU過程で表現すると負
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のデフォルト強度が生じうる．特に，デフォルト確率（デフォルト強度）が小さい企業への貸

出を分析する場合，この理論的な問題は無視できなくなる．

本章では，Kijima and Miyake [2004]と同様に，担保付貸出の評価にあたり，(1)デフォルト

事象をデフォルト強度過程で捉え，(2)デフォルト強度と担保価値の負の相関を考慮し，(3)損

失の期待値ならびに n次モーメントを解析的に評価する．さらに本章では (4)デフォルト強度

と担保価値の非負性を保つようにモデル化する．具体的なモデルとしては，(a)デフォルト強度

と担保価値の対数値がDuffie, Pan and Singleton [2000]で紹介されている 2次元のアフィン拡

散過程に従うモデルと，(b)デフォルト強度の潜在変数がOU過程に従っているとし，デフォル

ト強度はその 2次関数で表現されるとする 2次ガウス過程を用いたモデルの 2種類を提案する．

アフィン拡散過程のモデルでは，デフォルト強度はCox, Ingersoll and Ross [1985]で用いら

れた平方根過程（CIR過程）1に従うとして評価する．期待損失を考える際，生存確率について

は「基本アフィン形式」，期待回収額については「拡張アフィン形式」に帰着して評価を行う．

基本アフィン形式や拡張アフィン形式では，モデルの係数を規定するリッカチ（Riccati）型常

微分方程式が導出されるが，この常微分方程式は必ずしも解析解を持つとは限らない2．本章

のモデルの場合は，導出されるリッカチ型常微分方程式が解析解を持つことを示す3．さらに，

解析的に評価された期待回収額の被積分項を用いて，評価対象の期待回収額が相関の影響を考

慮した生存確率を測度として期待担保価値を時間積分したもので評価できるという結果を導出

する．

2次ガウス過程のモデルでは，アフィン拡散過程のモデルと同様に，評価すべき担保付貸出

の期待損失は，生存確率と期待回収額から計算される．ある確率過程に従うデフォルト強度と

生存確率の数学的な関係は，その確率過程に従う短期金利と割引債価格の関係と同じである．

ガウス過程の一種であるOU過程の 2次関数に短期金利が従うと想定して割引債価格を評価す

るモデルは，2次ガウス・モデルと呼ばれ，アフィン・モデルと並んで多くの研究が進められ

てきている（例えば Ahn, Dittmar and Gallant [2002]を参照）．Pelsser [1997]は，中心回帰

水準を持たないOU過程の 2次関数に短期金利が従うと想定し，割引債価格を積分形で導出し

た．これに対し，Kijima, Tanaka and Wong [2009]ではその積分形の閉じた式を与えている．

生存確率については，こうした結果を援用して具体的な計算式を導出する．期待回収額につい

ては，アフィン拡散過程のモデルと同様に測度変換された生存確率を用いて解析的に評価でき

ることを示す．

本章で扱う期待損失は，実確率での期待損失であるが，リスク中立確率のもとで期待損失を

評価することは貸出債権の価値評価に相当する．Duffie and Liu [2001]は無リスク短期金利と

デフォルト強度に相当する信用スプレッドをともに 2次ガウス過程でモデル化して評価を行っ

ている．その際，無リスク金利と信用スプレッドの非負性とともに両者の間の負の相関に配慮

している．ここでは，回収率については固定で考えられているが，本章のアプローチは，回収

率について担保価値を通じて確率的と考えており，景気と連動し，デフォルト強度と負の相関

を持つようなものを想定している．

本章の構成は以下のとおりである．まず，4.2節では，デフォルト強度を用いた期待損失の
1Cox, Ingersoll and Ross [1985]は，短期金利に平方根過程を仮定することにより割引債価格を解析的に導出し

た．このことから，平方根過程は CIR型の確率過程と呼ばれることがある．
2Chen and Joslin [2009] は，拡張アフィン形式をさらに一般化したモデルを提示しており，Duffie, Pan and

Singleton [2000]のモデルと同様に係数を規定するリッカチ型常微分方程式を導出しているが，その方程式に必ず
しも解析解があるとは限らない点も同様である．

3Duffie, Pan and Singleton [2000]では基本アフィン形式から導かれるリッカチ型常微分方程式が解析解を持つ
例をいくつか紹介しているが，本章で考察するタイプのモデルは含まれていない．
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評価法を整理する．4.3節では，デフォルト強度と対数担保価値を 2次元の状態変数と考えた

とき，状態変数がアフィン拡散過程に従うようなモデル化を行う．評価対象の期待損失の各要

素を基本アフィン形式，拡張アフィン形式で評価し，得られる常微分方程式が解析解を持つこ

とを示す．また，これらの解析解を用いて，期待回収額が測度変換された生存確率で期待担保

価値を時間積分したものとして評価できることを導出する．さらに，測度変換はデフォルト強

度変動と担保価値変動の瞬間的な相関を取り除く測度変換として与えられることを示す．また，

より一般に損失の n次モーメントについても同様の解析解と測度変換を導出する．得られた損

失の期待値および標準偏差の解析解を数値計算で求め，損失の期待値や標準偏差が負の相関の

程度やデフォルト強度の回帰速度パラメータでどのように変化するか感応度分析を行う．4.4節

では，デフォルト強度の潜在変数がOU過程に従っているとし，デフォルト強度はその 2次関

数で表現する．対数担保価値はデフォルト強度の潜在変数と負に相関するドリフト付きのブラ

ウン運動で表現する．こうしたモデル化のもと，期待損失を構成する 1つ目の要素である生存

確率を評価し，期待損失を構成する 2つ目の要素である期待回収額を評価する．瞬間的な期待

回収額は，4.3節のモデルと同様，測度変換を用いて解析的に評価できることを示したうえで，

期待回収額は測度変換された生存確率を確率測度として期待担保価値を満期まで 1階積分する

ことで評価されることを示す．さらに，期待損失の評価式を導出し，具体的な数値例を示した

うえで，4.4節のモデルは基本的にデフォルト強度と担保価値の負の相関を考慮したモデルに

なっていることを確認する．4.5節では，本章をまとめる．4.A節では平方根過程での生存確率

を基本アフィン形式として導出するとともに，アフィン・モデルや 2次ガウス・モデルでよく

現れるリッカチ型常微分方程式の解を与える．4.B節では拡張アフィン形式による期待損失と

損失の n次モーメントの評価を行う．4.C節では，測度変換に伴うブラウン運動の変換式を証

明する．

4.2 担保付貸出の損失分布のモーメント評価

銀行がある企業に満期 T で額面Dの担保付貸出を行うことを考える．担保価値はAtで表現

され確率的に変動すると仮定する．貸出先の企業が満期 T までにデフォルトした際には，その

時点の担保資産の一定割合 δのみが貸出の回収に充てられると仮定する．貸出先企業のデフォ

ルト時刻を τ と表記すると，銀行の損失は

Lτ = D − δAτ (4.1)

と表現される4．ここで δは担保の処分に際して価値が減価する割合を示す定数である．具体的

なモデルとして，確率空間 (Ω,F , P )上で5，デフォルト強度 λt，担保価値Atが相関のある拡

散過程で表現されているとする．この拡散過程としては 4.3節ではアフィン拡散過程を想定し，

4.4節では 2次ガウス過程を想定する．
4満期前にデフォルトすると，借り手は期限の利益を喪失し，貸し手は借り手に額面Dの返済をその時点で請求

できるが，実際には担保資産でのみしか回収できないと考えている．この損失の定義では，デフォルト時に担保価
値が大きな値になったときには 100%超の回収率となることもありうるとしている．実際に回収率が 100%を超える
ことは生じうるため，この仮定は不自然なものではない．また，担保資産の減価割合 δ 等のパラメータを適切に設
定すれば，100%を超える可能性は限定的になる．

5ここで，確率測度 P は，リスク中立確率ではなく，観測確率を想定している．これは，現実の担保付貸出を考
えたとき，その企業に流動性の高い社債や信用派生商品が取引されているケースが多いとはいえず，リスク中立確
率でデフォルト強度を直接モデル化することは困難と考えられるためである．また，担保資産についても必ずしも
流動性が高いとは考えにくいことから，観測確率でパラメータを特定化することを想定している．

120



本章では，こうした設定で (4.1)式で表される銀行の損失の期待値や n次モーメントを解析

的に評価していく．時点 tでデフォルトしているか否かの増大情報系を (Ht)で表現し，デフォ

ルト強度 λt，担保価値Atの確率過程を定めるブラウン運動W λ
t , W

A
t から生成される増大情報

系は，Ft = σ({W λ
s ,W

A
s : s ≤ t})として，(Ft)で表す．さらに，別の増大情報系 (Gt)を

Gt = Ft ∨Ht (4.2)

で定義する．デフォルト時刻 τ は増大情報系Ftに関して 2重確率的な確率時刻であり，デフォ

ルト強度過程をハザード率過程 (λt)として定義できると仮定する6．

Ftを所与としたときの期待値を時刻 tでの期待値として

Et[·] = E[·|Ft] (4.3)

で定義し，固定金利 rで割り引くとすると7，
∫ T
t |Lsλs|e−

∫ s
t (r+λu)dudsの可積分性のもとで，時

点 tでの銀行の割引期待損失は (4.4)式で評価される．

E[e−r(τ−t)Lτ1{t<τ≤T}|Gt] = DE[e−r(τ−t)1{t<τ≤T}|Gt]− δE[e−r(τ−t)Aτ1{t<τ≤T}|Gt]

= 1{t<τ}D

∫ T

t
Et[e

−
∫ s
t (r+λu)duλs]ds− 1{t<τ}δ

∫ T

t
Et[e

−
∫ s
t (r+λu)duλsAs]ds

(4.4)

で評価される．ここで，(4.4)式右辺第 1項の∫ T

t
Et[e

−
∫ s
t (r+λu)duλs]ds (4.5)

は金利で割り引かれたデフォルト確率（割引デフォルト確率）を表す．ここで，時点 tからみ

た時点 T までの生存確率を

Γ(t, T ) = Et[exp

(
−
∫ T

t
λsds

)
] (4.6)

とすると，(4.5)式の割引デフォルト確率に含まれる期待値は，

Et[e
−

∫ s
t (r+λu)duλs] = −e−r(s−t)∂Γ(t, s)

∂s
(4.7)

となるので，(4.5)式の割引デフォルト確率は∫ T

t
Et[e

−
∫ s
t (r+λu)duλs]ds = −

∫ T

t
e−r(s−t)dsΓ(t, s) (4.8)

と生存確率を測度とした 1階のスティルチェス積分で表現される．すなわち，(4.4)式右辺第 1

項の割引デフォルト確率の評価は (4.6)式の生存確率の評価に帰着する．

一方，(4.4)式右辺第 2項の ∫ T

t
Et[e

−
∫ s
t (r+λu)duλsAs]ds (4.9)

62重確率的な確率時刻の定義・条件および増大情報系の区別については，例えばMcNeil, Frey and Embrechts

[2005]の第 9章を参照．
7観測確率のもとでの割引を考えるため，割引金利 r はデフォルト強度や担保資産価値の変動に起因するリスク

プレミアムを加味した金利を想定している．ただし，リスクプレミアムを考慮した金利が固定金利で表現できるか
どうかは別途考察すべき問題である．実際のキャリブレーションでは，貸出先企業と同格付けの企業の平均貸出金
利から銀行のマージンや営業コストを差し引いた値で代用することが考えられる．なお，リスク中立確率のもとで
考えるのであれば，r を無リスク金利と考えればよい．
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は時点 tから時点T までに回収される期待回収担保価値を表している．期待損失の評価は，(4.6)

式の生存確率の評価と (4.9)式の期待回収担保価値の評価に帰着することがわかる．期待損失

を評価する際には，この 2つの要素をそれぞれ評価する．

貸出の損失評価を行う際，まず大切なのは (4.4)式の期待損失の評価であるが，そのばらつ

きとして，標準偏差や分散，さらに，高次のモーメントの評価を行えると損失分布の形状をよ

り精緻に捉えることができる．損失分布のm次モーメントは，2項展開により，

E[(e−r(τ−t)Lτ )
m1{t<τ≤T}|Gt] =

m∑
n=0

mCnD
m−n(−δ)nE[e−mr(τ−t)An

τ 1{t<τ≤T}|Gt] (4.10)

と展開できる．(4.10)式右辺の期待値はさらに

E[e−mr(τ−t)An
τ 1{t<τ≤T}|Gt] = 1{t<τ}

∫ T

t
e−mr(s−t)Et[e

−
∫ s
t λuduλsA

n
s ]ds (4.11)

となる．したがって，損失分布のm次モーメントの評価は，

ζ(n)(t, s) ≡ Et[e
−

∫ s
t λuduλsA

n
s ] (4.12)

として，ζ(n)(t, s)の評価に帰着する．ζ(n)(t, s)は満期 sまでの回収の n次モーメントと解釈で

きる．(4.9)式の期待回収担保価値の被積分項は ζ(1)(t, s)で表すことができる．

4.3 アフィン過程でのモデル化

本節では，アフィン過程を用いてデフォルト強度と対数担保価値をモデル化し，生存確率，

期待回収担保価値を評価したうえで，期待損失の解析的な式を導出する．さらに，より一般に

損失のm次モーメントの解析的な式を導出し，期待損失と損失の標準偏差について数値例を

示す．

4.3.1 デフォルト強度と担保価値の確率過程

本節では，対象企業のデフォルトを表現するデフォルト強度の確率過程が，

dλt = κ(λ̄− λt)dt+ σλ
√
λtdW

λ
t (4.13)

という平方根過程で表されるものとする．ここで κ, λ̄, σλ は正の実数で表現されるパラメー

タであり，λ̄ はデフォルト強度の中心回帰水準，κ は中心回帰の速度を表すパラメータであ

る．デフォルト強度の瞬間的なボラティリティは σλ
√
λtで表現される．(4.13)式の平方根過程

で表されるデフォルト強度は初期値 λ0が正であれば非負性を保つことが知られている．また，

2κλ̄ ≥ σ2λ というパラメータ条件を満たせばデフォルト強度 λt は 0にはならず常に正となる

（Cox, Ingersoll and Ross [1985]を参照）．

担保資産価値の確率過程は8，

dAt = µAAtdt+ σAAt

√
λtdW

A
t (4.14)

8(4.14)式の確率過程から担保価値 At は非負性を保つことがわかる．また，(4.14)式の確率過程と幾何ブラウ
ン運動 dAt = µAAtdt+ σAAtdW

A
t との違いは拡散項から生じる瞬間的な分散にある．幾何ブラウン運動では瞬間

的な分散が σ2
A と定数であるのに対し，(4.14)式の瞬間的な分散は定数ではなく，デフォルト強度に比例して σ2

Aλt

で与えられると想定している．すなわち，デフォルト強度が大きいとき，担保資産価値は変動しやすいということ
を表現している．
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という確率過程に従っていると仮定する．ここで (4.13)式と (4.14)式の確率過程に含まれるブ

ラウン運動は

cov(dWA, dW λ) = ρdt (4.15)

という共分散を持つものと仮定する．現実には，景気後退期にはデフォルト強度が上昇すると

ともに担保価値が下落しやすいことから，相関 ρは負になると考えられるが，より一般的には

正の値もとりうるとする．

2次元の状態変数ベクトルXt = (λt, lnAt)
⊤を導入すると，(4.13)～(4.15)式より，Xtはア

フィン拡散過程に従うことがわかる．(4.14)式は伊藤の公式により，

d lnAt = (µA − σ2Aλt/2)dt+ σA
√
λtdW

A
t (4.16)

と変形でき，(4.15)式の相関を持たせるために，(4.13), (4.14)式のブラウン運動を独立なブラ

ウン運動W1,t，W2,tを用いて

WA
t =W1,t, W λ

t = ρW1,t +
√

1− ρ2W2,t (4.17)

と表すと，

dXt = d

(
λt

lnAt

)
= µ(Xt)dt+ σ(Xt)d

(
W1,t

W2,t

)
(4.18)

ただし，

µ(Xt) =

(
κλ̄

µA

)
+

(
−κ 0

−σ2A/2 0

)(
λt

lnAt

)
(4.19)

σ(Xt) =

(
σλ
√
λt 0

σAρ
√
λt σA

√
1− ρ2

√
λt

)
(4.20)

で与えられる．(4.19)式よりドリフトは状態変数ベクトルXtのアフィン形式で表現できてい

る．また，(4.20)式より瞬間的な分散共分散行列 σ(Xt)σ(Xt)
⊤を求めると

σ(Xt)σ(Xt)
⊤ =

(
σ2λλt ρσAσλλt

ρσAσλλt σ2Aλt

)
(4.21)

となり，各要素が状態変数ベクトルXtの線形関数で表現できていることがわかる．以上より，2

次元の状態変数ベクトルXt = (λt, lnAt)
⊤はアフィン拡散過程に従っていることが確認できる．

4.3.2 生存確率の評価

ここでは，4.3.1節の (4.13)式で定義したデフォルト強度のもとで (4.6)式の生存確率を解析

的に評価する．

(4.13)式で表現されるデフォルト強度の確率過程（平方根過程）は 1次元のアフィン拡散過

程の 1つであり，生存確率 Γ(T − t|λt)は Duffie, Pan and Singleton [2000]の基本アフィン形

式を用いて

Γ(T − t|λt) =

[
2γλe

(γλ+κ)(T−t)/2

(γλ + κ)eγλ(T−t) + γλ − κ

] 2κλ̄

σ2
λ

exp(
2(1− eγλ(T−t))λt

(γλ + κ)eγλ(T−t) + γλ − κ
) (4.22)
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と評価できる．ただし，

γλ =
√
κ2 + 2σ2λ (4.23)

である．生存確率の基本アフィン形式への帰着と，基本アフィン形式が満たす常微分方程式の

解については 4.A.1節を参照．なお，(4.22)式の生存確率はCox, Ingersoll and Ross [1985]の

割引債価格と同じ形になっており，生存確率としては例えばNakagawa [1999]で示されている．

4.3.3 期待回収担保価値の評価と期待損失

ここでは，4.3.1節で定義したデフォルト強度と担保価値の確率過程のもとで，(4.9)式の期

待回収担保価値を評価する．特に，その被積分項は (4.12)式での ζ(1)(t, s)に相当する．この評

価にあたっては，2次元の状態ベクトルXt = (λt, lnAt)
⊤を導入し，期待値評価する．状態ベ

クトルXtは (4.13)～(4.15)式の確率過程の設定からアフィン拡散過程に従う9．一方，ζ(1)(t, s)

は

ζ(1)(t, s) = Et[exp

(
−
∫ s

t
λudu

)
elnAsλs] (4.24)

と変形でき，Xtがアフィン拡散過程に従うことから，Duffie, Pan and Singleton [2000]の拡張

アフィン形式で評価できることがわかる．すなわち，この解は

ζ(1)(t, s) = (C(t) +B(t) ·Xt) exp(α(t) + β(t) ·Xt) (4.25)

と評価され，係数C(t)，B(t)，α(t)，β(t)はリッカチ型常微分方程式に従うことがわかる．導

出されるリッカチ型常微分方程式は，一般の拡張アフィン形式では必ずしも解析解を持つとは

限らないが，この場合は，

κ̃ = κ− ρσλσA, γ =
√
κ̃2 + 2σ2λ (4.26)

と置いて，

α(t) = µA(s− t) +
2κλ̄

σ2λ
ln

2γe
γ+κ̃
2

(s−t)

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)
,

β(t) ≡ (β1(t), β2(t))
⊤, β1(t) =

2(1− eγ(s−t))

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)
, β2(t) = 1,

B(t) ≡ (B1(t), B2(t))
⊤, B1(t) =

4γ2eγ(s−t)

{(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)}2
, B2(t) = 0,

C(t) =
2κλ̄(eγ(s−t) − 1)

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)

(4.27)

という解析解を持つ．ここで，

Γ̃(s− t|λt) ≡ exp(α̃(s− t) + β̃(s− t)λt)

=

[
2γe(γ+κ̃)(s−t)/2

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)

] 2κλ̄

σ2
λ

exp

{
2(1− eγ(s−t))λt

(γ + κ̃)eγ(s−t) + (γ − κ̃)

}
(4.28)

ただし，

α̃(s− t) ≡ α(t)− µA(s− t), β̃(s− t) ≡ β1(t) (4.29)
9Dai and Singleton [2000]の記法を用いれば A1(2)のアフィン拡散モデルである．
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とすると，Γ̃(s−t|λ)は (4.22)式の生存確率と同じ形をしていることがわかる．さらに，Γ̃(s−t|λ)
の sに関する微分は，

C̃(s− t) ≡ C(t), B̃(s− t) ≡ B1(t) (4.30)

と置いて，

dΓ̃(s− t|λt)
ds

= (C̃(s− t) + B̃(s− t)λt) exp(α̃(s− t) + β̃(s− t)λt) (4.31)

となっていることが確認でき，ζ(1)(t, s)は

ζ(1)(t, s) = −Ate
µA(s−t) dΓ̃(z|λt)

dz

∣∣∣∣∣
z=s−t

(4.32)

と表せることがわかる．導出の詳細については，より一般的に回収の n次モーメントの評価と

して 4.B節に記述した．

(4.22)式と (4.28)式を比較すると，κが κ̃に変更されていることがわかる．ただし，κλ̄の項

には変更が加えられていないことがわかる．また，(4.23), (4.26)式より，κが κ̃に変更される

と γλが γになることがわかる．この点を踏まえると，Γ̃(s− t|λt)が「相関 ρで調整された」生

存確率，より具体的には，瞬間的な相関を打ち消すような測度変換を行った生存確率に相当し

ていることがわかる．すなわち，Γ̃(s|λ0)は

dλt = (κλ̄− κ̃λt)dt+ σλ
√
λtdW̃

λ
t (4.33)

というデフォルト強度の確率過程を考えたときの時点 sまでの生存確率に相当している．(4.33)

式のデフォルト強度過程は (4.13)式の元々のデフォルト強度過程と比較すると，中心回帰水準

が λ̄から κλ̄/κ̃に，中心回帰速度が κから κ̃に変換されており，(4.26), (4.33)式より

dW̃ λ
t = dW λ

t − ρσA
√
λtdt (4.34)

で関係付けられる W̃ λ
t をブラウン運動と考える測度変換が行われていることがわかる．また，

この測度変換は，デフォルト強度過程の拡散項に注目すると

σλ
√
λtdW̃

λ
t = σλ

√
λtdW

λ
t − cov(dλt, d lnAt) (4.35)

とデフォルト強度と担保価値の変動の共分散を差し引くような測度変換になっていることがわ

かる．

(4.14)式の設定のもとでは，

η(t;A) =
Ate

−µAt

A0
(4.36)

がマルチンゲールとなり，この η(t;A)をラドン・ニコディム（Radon-Nikodym）密度過程と

する測度変換
dP̃

dP

∣∣∣
Gt

= η(t;A) (4.37)

が (4.34)式の測度変換になっている．確率測度 P̃ のもとでは，ギルザノフ（Girsanov）の定理

により，(4.34)式で関係付けられる W̃ λ
t が標準ブラウン運動となり

10，このような測度変換に
10ラドン・ニコディム密度過程による測度変換とギルザノフの定理，ブラウン運動の関係については，木島・田

中 [2007]の第 3章を参照．(4.37)式の測度変換のもとで W̃λ
t が標準ブラウン運動になることは 4.C.2節を参照．
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より，ζ(1)(t, s)は，

Et[e
−

∫ s
t λuduλsAs] = Et[

η(s;A)

η(t;A)
Ate

µA(s−t) exp

(
−
∫ s

t
λudu

)
λs]

= Ate
µA(s−t)Ẽt[exp

(
−
∫ s

t
λudu

)
λs]

(4.38)

と担保価値の期待値評価とデフォルト確率の期待値評価を分離して行えることがわかる．ただ

し，Ẽ[·]は確率測度 P̃ での期待値を表す．(4.32)式はこうした測度変換を表現したものとなっ

ている．

(4.32)式を用いて，(4.4)式右辺第 2項の期待回収額を評価すると，(4.39)式のように 1階の

スティルチェス積分で評価できることがわかる．

δ

∫ T

t
Et[e

−
∫ s
t (r+λu)duλsAs]ds = −δAt

∫ T−t

0
e(µA−r)zdΓ̃(z|λt) (4.39)

すなわち，期待回収額は，満期までの各時点の期待担保価値Ate
(µA−r)zを測度変換された生存

確率 Γ̃(z|λt)を測度として 1階積分することによって評価できる．

以上をまとめると，(4.4)式で表される期待損失の時点 t = 0での評価は，(4.22)式，(4.39)

式を代入して

E[e−rτLτ1{τ≤T}] = −D
∫ T

0
e−rzdΓ(z|λ0) + δA0

∫ T

0
e(µA−r)zdΓ̃(z|λ0) (4.40)

となる．ただし，Γ(z|λ0)，Γ̃(z|λ0)はそれぞれ (4.22)式，(4.28)式で与えられる11．

4.3.4 損失のm次モーメントと標準偏差

損失のm次モーメントは，(4.10)式のように，回収の n次モーメント ζ(n)(t, s)の評価に帰

着する．(4.25)式の ζ(1)(t, s)の評価は n = 1での評価である．一般に，ζ(n)(t, s) は拡張アフィ

ン形式に帰着し，導出される常微分方程式は解析解を持つ．4.B節ではその導出過程を詳しく

記述している．

ζ(n)(t, s)は測度変換を用いても評価することができる．伊藤の公式よりAn
t の確率過程は，

dAn
t = {nµA +

n(n− 1)

2
σ2Aλt}An

t dt+ nσA
√
λtA

n
t dW

A
t (4.41)

と表現できる．したがって，

η(t;An) =
An

t e
−nµAt−n(n−1)

2
σ2
A

∫ t
0 λudu

An
0

(4.42)

11 生存確率 Γ(0, s|λ0)を積分の測度として時間 sについて被積分関数 e−as を積分する計算は，部分積分により，∫ T

0

e−asdsΓ(0, s|λ0) = e−aTΓ(0, T |λ0)− 1 + a

∫ T

0

e−asΓ(0, s|λ0)ds

となって，被積分関数を e−asΓ(0, s|λ0)とした時間 sに関する通常のリーマン積分に帰着し，数値積分パッケージ
を用いて計算することができる．以下で示す数値例は統計言語 Rでプログラミングし，積分については標準の関数
integrate()の適応求積法（adaptive quadrature）を用いて数値積分している．
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がマルチンゲールとなる．この η(t;An)をラドン・ニコディム密度過程とする確率測度 P (n)を

dP (n)

dP

∣∣∣
Gt

= η(t;An) (4.43)

で定義し，その確率測度での情報 Ftを所与とした期待値をE
(n)
t [·]で表すことにする．確率測

度 P (n)のもとでは，

dW
A(n)
t = dWA

t − nσA
√
λtdt, dW

λ(n)
t = dW λ

t − nρσA
√
λtdt (4.44)

で決まるW
A(n)
t ，W λ(n)

t が標準ブラウン運動となることから（詳細は 4.C.2節を参照），確率

測度 P (n)のもとでのデフォルト強度の確率過程は，

dλt = (κλ̄− κ̃nλt)dt+ σλ
√
λtdW̃

λ(n)
t , (4.45)

ただし，

κ̃n = κ− nρσλσA (4.46)

と与えられる．このデフォルト強度過程での時点 tでの時点 sまでの生存確率を Γ(n)(s− t|λt)
と表す．また，上記の測度変換を用いると，(4.12)式の ζ(n)(t, s)は，

Et[e
−

∫ s
t λuduλsA

n
s ] = Et[

η(s;An)

η(t;An)
An

t e
nµA(s−t)+

n(n−1)
2

σ2
A

∫ s
t λudue−

∫ s
t λuduλs]

= An
t e

nµA(s−t)E
(n)
t [e(

n(n−1)
2

σ2
A−1)

∫ s
t λuduλs]

(4.47)

と変形できる．ここで

E
(n)
t [e(

n(n−1)
2

σ2
A−1)

∫ s
t λuduλs] = −

2

2− n(n− 1)σ2A

∂

∂s
E

(n)
t [e−

∫ s
t (1−

n(n−1)
2

σ2
A)λudu]

= − 2

2− n(n− 1)σ2A

∂Γ(n)(s− t|(1− n(n−1)
2 σ2A)λt)

∂s

(4.48)

となる．Γ(n)(z|(1− n(n−1)
2 σ2A)λt)は，4.B節に示す (4.159)式の ξn(z|λt)にほかならならず，

ζ(n)(t, s) = −An
t e

nµA(s−t) 2

2− n(n− 1)σ2A

dΓ(n)(z|(1− n(n−1)
2 σ2A)λt)

dz

∣∣∣∣∣
z=s−t

(4.49)

と，(4.162)式と同値な式を導くことができる．これを (4.10)式に代入すると，損失分布のm

次モーメントが，確率測度 P (n)での生存確率を測度とする 1階のスティルチェス積分の組合せ

で計算できることになる12．

一例として，損失の分散は，t = 0として n = 2までの場合と (4.40)式の期待損失を計算す

ることによって次式のように導出できる．

var[e−rτLτ1{τ≤T}] = −D2

∫ T

0
e−2rzdΓ(z|λ0) + 2δDA0

∫ T

0
e(µA−2r)zdΓ̃(z|λ0)

− δ2A2
0

1− σ2A

∫ T

0
e2(µA−r)zdξ2(z|λ0)− (E[e−rτLτ1{τ≤T}])

2

(4.50)

12脚注 11 に示したように，このスティルチェス積分を実際に計算する場合は，部分積分を適用し，通常のリー
マン積分に帰着してから数値積分パッケージを用いて計算を行う．後述の (4.50)式右辺に含まれる 3つのスティル
チェス積分の計算も同様である．
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ただし，右辺最終項は (4.40)式で表される期待損失を用いて計算する．損失の標準偏差は，(4.50)

式を用いて， √
var[e−rτLτ1{τ≤T}] (4.51)

を求めればよい．

4.3.5 数値計算

ここでは，(4.40)式で表される期待損失と (4.51)式で表される損失の標準偏差の数値例を示

す．パラメータの設定は，D = A0 = 100, T = 1, δ = 0.7, µA = 1%, σA = 0.5, σλ = 20%,

r = 1%とする．図 4.1では λ0 = 4%, λ̄ = 3%と設定し，図 4.2では λ0 = 3%, λ̄ = 4%と設定す

る．図 4.1，4.2では，デフォルト強度の中心回帰速度のパラメータ κに関して κ = 0.1, 1, 5, 10

の 4つの場合について，期待損失（左図），標準偏差（右図）が負の相関 ρでどのように変化

するかを示している．図 4.1と図 4.2を比較すると，κの大きさと期待損失や標準偏差の大き

さの関係は λ0と λ̄の大小関係によるものの，どちらの場合でも，相関が低くなるほど期待損

失は大きくなり，その傾向は中心回帰速度が遅い（κの値が小さい）ほど強くなることがわか

る．標準偏差についても同様の傾向があり，期待損失の増加幅と標準偏差の増加幅はほぼ等し

くなっていることがわかる．したがって，デフォルト強度の中心回帰速度が遅いときほど，信

用リスク管理を行っていくうえで負の相関 ρに注意する必要があるといえる．
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図 4.1: 相関 ρに対する期待損失と損失の標準偏差 (λ0 > λ̄)

4.4 2次ガウス過程でのモデル化

本節では，2次ガウス過程を用いてデフォルト強度と対数担保価値をモデル化し，生存確率，

期待回収担保価値を評価したうえで，期待損失の解析的な式を導出する．さらに，より一般に

損失のm次モーメントの解析的な式を導出し，期待損失と損失の標準偏差について数値例を示

す．最後に，本モデルでのデフォルト強度と対数担保価値との相関について改めて考察し，基

本的には負の相関を反映したモデルであることを確認する．
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図 4.2: 相関 ρに対する期待損失と損失の標準偏差 (λ0 < λ̄)

4.4.1 デフォルト強度と担保価値の確率過程

本節では，担保資産価値は幾何ブラウン運動

dAt = µAAtdt+ σAAtdW
A
t (4.52)

に従っていると仮定する．一方，当該企業のデフォルト強度 λtは，潜在変数 ytを用いて

λt = (yt + α+ βt)2 (4.53)

と表現されるものとし，潜在変数 ytは次のOU過程に従うとする13．

dyt = −κytdt+ σydW
y
t (4.54)

ここで (4.52)式と (4.54)式の確率過程に含まれるブラウン運動は

cov(dW y
t , dW

A
t ) = d[W y,WA]t = ρdt (4.55)

という相関を持つものと仮定する．

本節では，増大情報系Ftは，ブラウン運動W y
t ，W

A
t から生成される増大情報系σ({W y

s ,WA
s :

s ≤ t})とする．(Gt)は，(4.2)式で定義する．

2次元の状態変数ベクトル Xt = (yt, lnAt)
⊤ を導入すると，(4.52)，(4.54)，(4.55)式より，

Xtは 2次元のガウス過程に従うことがわかる．期待損失の評価は，こうした状態変数ベクトル

のもとで，(4.6)式の生存確率の評価と (4.9)式の期待回収担保価値の評価に帰着することがわ

かる．

13ここで想定する OU過程は中心回帰水準を持たない確率過程であるが，中心回帰水準 θを持つ OU過程を考え
ることも可能である．ただし，状態変数 yt はデフォルト強度 λt を定めるための潜在変数であり，変数変換によりそ
の回帰水準 θは (4.53)式の αと同じ効果を持つだけであることがわかる．現実のデータからのパラメータの推定を
考えると，θ と αを識別できないことになるため，状態変数 yt は中心回帰水準を持たない確率過程に従うとした．
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4.4.2 生存確率の評価

ここでは，4.4.1節で定義したデフォルト強度のもとで (4.6)式の生存確率を解析的に評価す

る．(4.6)式の評価式は，割引債価格の評価式において，潜在変数 ytを (4.54)式のOU過程で

与え，短期金利を (4.53)式の λtで置き換えた式に相当している．この性質を踏まえ，割引債

価格の評価式導出方法を援用すると，時点 tでみた時点 T までの生存確率 Γ(t, T )は以下のよ

うに与えられる．

Γ(t, T ) = exp(C0(t, T )− C1(t, T )yt − C2(t, T )y
2
t ) (4.56)

ただし，(4.56)式の係数 C0(t, T )，C1(t, T )，C2(t, T )は，それぞれ，

0 = −1− dC2(t, T )

dt
+ 2κC2(t, T ) + 2σ2yC

2
2 (t, T ) (4.57)

0 = −2(α+ β t)− dC1(t, T )

dt
+ κC1(t, T ) + 2σ2yC1(t, T )C2(t, T ) (4.58)

0 = −(α+ β t)2 +
dC0(t, T )

dt
+
σ2y
2
{−2C2(t, T ) + C2

1 (t, T )} (4.59)

という常微分方程式を

C0(T, T ) = C1(T, T ) = C2(T, T ) = 0 (4.60)

という境界条件で解いた解として与えられる．この常微分方程式の解析的な評価は，Pelsser

[1997]で与えられており，

γ =
√
κ2 + 2σ2y (4.61)

として，

F (t, T ) =
2γeγ(T−t)

(γ + κ)e2γ(T−t) + γ − κ
(4.62)

α(t) = α+ βt (4.63)

と置いたうえで，以下のように評価される．

C2(t, T ) =
e2γ(T−t) − 1

(γ + κ)e2γ(T−t) + γ − κ
(4.64)

C1(t, T ) = 2F (t, T )

∫ T

t

α(u)

F (u, T )
du (4.65)

C0(t, T ) = −
∫ T

t
{α(u)2 + σ2yC2(u, T )−

σ2y
2
C2
1 (u, T )}du (4.66)

ここで，(4.65)，(4.66)式の積分は，Kijima, Tanaka and Wong [2009]の結果と同様に以下の

ように閉じた式で与えられる．

C1(t, T ) =

2

[
αγ{(γ + κ)eγ(T−t) − (γ − κ)e−γ(T−t) − 2κ}
+β{(γ − κ)e−γ(T−t)(1− γt) + (γ + κ)eγ(T−t)(1 + γt)− 2γ(κT + 1)}

]
γ2{(γ + κ)eγ(T−t) + (γ − κ)e−γ(T−t)}

(4.67)

C0(t, T ) = −α2(T − t)− αβ(T 2 − t2)− β2(T 3 − t3)
3

+
(γ + κ)(T − t)

2

− 1

2
ln

(γ + κ)e2γ(T−t) + γ − κ
2γ

−
σ2yG(t, T )

γ5{(γ + κ)eγ(T−t) + (γ − κ)e−γ(T−t)}

(4.68)
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ただし，

G(t, T ) = (γ − κ){α2γ2G1a(t, T ) + 2αβγG2a(t, T ) + β2G3a(t, T )}

+ (γ + κ){α2γ2G1b(t, T ) + 2αβγG2b(t, T ) + β2G3b(t, T )}
(4.69)

であり，G(t, T )の係数は以下のように与えられる．

G1a(t, T ) = −eγ(T−t) + 4− e−γ(T−t)(3 + 2γ(T − t)) (4.70)

G1b(t, T ) = e−γ(T−t) − 4 + eγ(T−t)(3− 2γ(T − t)) (4.71)

G2a(t, T ) = eγ(T−t)(1− γT )− 2(1− γ(t+T ))+ e−γ(T−t)(1− γ(2t+T )+ γ2(t2−T 2)) (4.72)

G2b(t, T ) = e−γ(T−t)(1+ γT )− 2(1+ γ(t+ T )) + eγ(T−t)(1+ γ(2t+ T ) + γ2(t2− T 2)) (4.73)

G3a(t, T ) = −4γt(1− γT )− eγ(T−t)(1− γT )2

+ e−γ(T−t)(1 + 2γt− γ2(2t2 + T 2) +
2

3
γ3(t3 − T 3))

(4.74)

G3b(t, T ) = −4γt(1 + γT ) + e−γ(T−t)(1 + γT )2

− eγ(T−t)(1− 2γt− γ2(2t2 + T 2)− 2

3
γ3(t3 − T 3))

(4.75)

4.4.3 期待回収担保価値の評価と期待損失

ここでは，4.4.1節で定義したデフォルト強度と担保価値の確率過程のもとで，(4.9)式の期

待回収担保価値を評価する．(4.52)式の設定のもとでは，

η(t;A) =
Ate

−µAt

A0
(4.76)

がマルチンゲールとなり，この η(t;A)をラドン・ニコディム密度過程とする測度変換

dP̃

dP

∣∣∣
Gt

= η(t;A) (4.77)

を考える．確率測度 P̃ のもとでは，ギルザノフの定理により

W̃A
t =WA

t − σAt, W̃
y
t =W y

t − ρσAt (4.78)

が標準ブラウン運動となり14，状態変数 ytは

dyt = (−κyt + ρσAσy)dt+ σydW̃
y
t (4.79)

という確率過程に従う．ここで，状態変数 ỹtを

ỹt = yt −
ρσAσy
κ

(4.80)

とすると，(4.54)式は

dỹt = −κỹtdt+ σydW̃
y
t (4.81)

14ラドン・ニコディム密度過程による測度変換とギルザノフの定理，ブラウン運動の関係については，木島・田
中 [2007]の第 3章を参照．(4.77)式の測度変換のもとで W̃A

t と W̃ y
t が標準ブラウン運動になることは 4.C.1節を

参照．

131



と書き表せる．

変換後の確率測度 P̃ で情報 Ftを所与とした期待値を Ẽt[·]で定義すると，(4.9)式の期待回

収担保価値の被積分項は

Et[e
−

∫ s
t (r+λu)duλsAs] = Et[

η(s;A)

η(t;A)
Ate

(µA−r)(s−t) exp

(
−
∫ s

t
λudu

)
λs]

= Ate
(µA−r)(s−t)Ẽt[exp

(
−
∫ s

t
λudu

)
λs]

(4.82)

と変形できる．ここで，

Ẽt[exp

(
−
∫ s

t
λudu

)
λs] = −

∂

∂s
Ẽt[exp

(
−
∫ s

t
λudu

)
] (4.83)

となる．(4.83)式右辺の被微分項は，確率測度 P̃ での生存確率を表す．生存確率を決めるデフォ

ルト強度は，(4.53)式より

λt = (yt + α+ βt)2 = (ỹt + α̃+ βt)2 (4.84)

ただし，

α̃ = α+
ρσAσy
κ

(4.85)

と表現されることから，確率測度 P̃ での生存確率は，次式で与えられる．

Ẽt[exp

(
−
∫ T

t
λudu

)
] = Γ(t, T |α̃, ỹt) = exp(C̃0(t, T )− C̃1(t, T )ỹt − C2(t, T )ỹ

2
t ) (4.86)

ただし，(4.86)式の係数 C̃0(t, T )，C̃1(t, T )はC0(t, T )，C1(t, T )を決めるパラメータ αを α̃に

変更して得られる係数である15．

したがって，(4.9)式の期待回収担保価値は，∫ T

t
Et[e

−
∫ s
t (r+λu)duλsAs]ds = −At

∫ T

t
e(µA−r)(s−t)dsΓ(t, s|α̃, ỹt) (4.87)

と 1階のスティルチェス積分で表せる16．(4.87)式より，期待回収担保価値は，測度変換され

た生存確率を積分の測度として，割り引かれた平均担保変化率を満期まで 1階積分することに

より評価されることがわかる．

(4.4)式に (4.56)式で評価された生存確率と (4.87)式で評価された期待回収担保価値を代入

し，時点 t = 0での期待損失を評価すると，

E[e−rτLτ1{τ≤T}] = −D
∫ T

0
e−rsdsΓ(0, s|α, y0) + δA0

∫ T

0
e(µA−r)sdsΓ(0, s|α̃, ỹ0) (4.88)

と導出される17．

15C2(t, T )はパラメータ αに依存しない係数であるので値は変化しない．
16本章では，観測確率のもとで議論を行っているが，リスク中立確率のもとで (4.87)式を評価するとき，担保資

産に配当がないと仮定すれば µA は無リスク金利 r と一致するため，(4.87)式右辺は At{1− Γ(t, T |α̃, ỹt)}と整理
できる．

17脚注 11に示したように，(4.88)式の右辺第 1項，第 2項のスティルチェス積分を実際に計算する場合は，部
分積分を適用し，通常のリーマン積分に帰着してから数値積分パッケージを用いて計算を行う．
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4.4.4 損失分布のm次モーメントと標準偏差

(4.10)式の損失分布のm次モーメントを求めるため，ζ(n)(t, s)の評価を行う．

An
t の確率過程は

dAn
t = µ

(n)
A An

t dt+ nσAA
n
t dW

A
t (4.89)

ただし，

µ
(n)
A = nµA +

n(n− 1)

2
σ2A (4.90)

と表現できる．したがって，

η(t;An) =
An

t e
−µ

(n)
A t

An
0

(4.91)

がマルチンゲールとなる．この η(t;An)をラドン・ニコディム密度過程とする確率測度 P (n)を

dP (n)

dP

∣∣∣
Gt

= η(t;An) (4.92)

で定義し，その確率測度での情報 Ftを所与とした期待値をE
(n)
t [·]で表すことにする．

確率測度 P (n)のもとでは，

W
A(n)
t =WA

t − nσAt, W
y(n)
t =W y

t − nρσAt (4.93)

が標準ブラウン運動となることから（詳細は 4.C.1節を参照），

y
(n)
t = yt −

nρσAσy
κ

, α(n) = α+
nρσAσy

κ
, (4.94)

とすると，y(n)t は中心回帰水準を持たないOU過程となり，デフォルト強度は

λt = (y
(n)
t + α(n) + βt)2 (4.95)

と表されるから，確率測度 P (n)のもとでの生存確率は

E
(n)
t [exp

(
−
∫ T

t
λudu

)
] = Γ(t, T |α(n), y

(n)
t ) (4.96)

で与えられる．

上記の測度変換を用いると，(4.12)式の ζ(n)(t, s)は，

Et[e
−

∫ s
t λuduλsA

n
s ] = Et[

η(s;An)

η(t;An)
An

t e
µ
(n)
A (s−t)e−

∫ s
t λuduλs]

= An
t e

µ
(n)
A (s−t)E

(n)
t [e−

∫ s
t λuduλs] = −An

t e
µ
(n)
A (s−t)∂Γ(t, s|α(n), y

(n)
t )

∂s

(4.97)

と変形でき18，これを (4.10)式に代入すると，損失分布のm次モーメントが，確率測度 P (n)

での生存確率を測度とする 1階のスティルチェス積分の組合せで計算できることになる19．
18アフィン過程に対して 4.B節で示したように拡張アフィン形式に従う常微分方程式を解くことによって測度変

換を使わずに ζ(n)(t, s)を導出したのと同様に，2次ガウス過程についても 2次ガウス形式を考え，その係数が従う
常微分方程式を解くことによって測度変換を使わずに (4.97)式を導出することができる．詳細は 4.D節を参照．

19脚注 11に示したように，このスティルチェス積分を実際に計算する場合は，部分積分を適用し，通常のリーマ
ン積分に帰着させてから数値積分パッケージを用いて計算を行う．後述の (4.98)式右辺に含まれる 3つのスティル
チェス積分の計算も同様である．
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具体的に，時点 t = 0での 2次モーメントは

E[(e−rτLτ )
21{τ≤T}] =−D2

∫ T

0
e−2rsdsΓ(0, s|α, y0) + 2δA0D

∫ T

0
e(µA−2r)sdsΓ(0, s|α̃, ỹ0)

− δ2A2
0

∫ T

0
e(2µA−2r+σ2

A)sdsΓ(0, s|α(2), y
(2)
0 )

(4.98)

と計算できる．損失の分散は，

var[e−rτLτ1{τ≤T}] = E[e−2rτL2
τ1{τ≤T}]− (E[e−rτLτ1{τ≤T}])

2 (4.99)

の右辺の各項をそれぞれ (4.98)，(4.88) 式を用いて計算することで与えられ，損失の標準偏差

は，この結果を用いて
√

var[e−rτLτ1{τ≤T}] を計算することで与えられる．

4.4.5 数値計算

数値計算例として，4.3.5節での数値例のパラメータを参考に

D = A0 = 100, δ = 0.7, T = 1, µA = 1%, σA = 10%, σy = 10%, r = 1% (4.100)

とパラメータを設定する．その他のパラメータとして，βを 0にすると，αはデフォルト強度の中

心回帰水準の平方根であり，y0は初期水準の中心回帰水準からのずれを示す．すなわち，y0が正

であれば初期水準が回帰水準より悪い状態にあり，y0が負であれば初期水準が回帰水準より良い

状態にあることを示す．これら y0とαについては (y0, α) = (−0.03, 0.2)と (y0, α) = (0.03, 0.17)

の 2つのパターンを設定する20．κについては κ = 0.1, 1, 5, 10の 4つの場合を想定し，ρを−1
から 1まで変化させる．

まず，β = 0として，ρを−1から 1まで変化させて (4.88)式で算出される時点 t = 0での期

待損失をプロットすると，図 4.3のようになる．図 4.3(a)は y0 = −0.03とした場合，図 4.3(b)

は y0 = 0.03とした場合である．図 4.1(a)や図 4.2(a)と同様に，いずれの場合でも負の相関が

強い（ρが−1に近づく）ほど期待損失は大きくなる（期待損失は ρに対して右肩下がりになる）

ことがわかる．また，その損失の拡大幅は κが小さいほど大きいことがわかる．すなわち，中

心回帰の速度が遅いほど損失が拡大しやすいことがわかる．なお，期待損失の水準は，y0 < 0

の場合は κが大きいほど大きく，y0 > 0の場合は κが小さいほど大きくなる傾向がある．これ

は，現在のデフォルト強度が回帰水準のデフォルト強度より低い場合には，中心回帰の速度 κ

が速いほど回帰水準に近づきやすくなるため，期待損失が大きくなり，逆に，現在のデフォル

ト強度が回帰水準のデフォルト強度より高い場合には，中心回帰の速度 κが遅いほど回帰水準

への回復が遅れるため，期待損失が大きくなることを示している．いずれの点もデフォルト強

度に平方根過程を想定した 4.3.5節の結果と同様である．

次に，デフォルト強度のトレンド効果を表す βを導入し，その効果を考察する．βをゼロで

はなく β = 0.01とし，他のパラメータは図 4.3と同じようにして，(4.88)式で算出される時点
20D,A0, δ, T, µA は 4.3.5節の設定と同じである．σy は伊藤の公式より σλ/2に対応させている．σA は 4.3節の

σA

√
λt と対応する．4.3節では，デフォルト強度の初期値 λ0 と回帰水準 λ̄として 4%, 3%という水準を考えてい

ることを踏まえ，λt = 4%の水準として σA を 10% に設定している．また，(4.53)式のデフォルト強度の設定よ
り，β = 0とすると，y0 + αはデフォルト強度の初期値 λ0 の平方根となり，αはデフォルト強度の回帰水準の平
方根となる．それらの水準は

√
0.04 = 0.2や

√
0.03 ∼= 0.17という水準である．そこで，y0 = −0.03，y0 = 0.03

の 2つのパターンで，デフォルト強度の初期値と回帰水準に合わせて αの水準を決めることにした．
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図 4.3: 相関 ρに対する期待損失（β = 0）

t = 0での期待損失と (4.99)式で算出される時点 t = 0での損失の標準偏差を算出した結果が図

4.4，4.5である．図 4.4は初期水準が回帰水準より悪い状態であり，(y0, α) = (−0.03, 0.2)とし
たもの，図 4.4は初期水準が回帰水準より良い状態であり，(y0, α) = (0.03, 0.17)としたもので

ある．図 4.4(a),4.5(a)より，期待損失の形状はこのパラメータの場合は，図 4.3とほぼ変わら

ず，期待損失の水準が全体的に 0.05ほど上昇していることがわかる．図 4.4(b),4.5(b)より，損

失の標準偏差の観点でも期待損失と同様，中心回帰の速度 κが遅いほど回帰水準への回復が遅

れるため，損失の標準偏差が大きく，リスク管理の観点で相関に注意が必要であることがわか

る．この結果も，デフォルト強度に平方根過程を想定した 4.3.5節の結果と同じである．
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図 4.4: 相関 ρに対する期待損失と標準偏差（y0 < 0, β = 0.01）

図 4.4と同じパラメータ設定で (4.99)式を評価し，損失の標準偏差をプロットすると，図 4.5

が得られる．この図から，損失の標準偏差の観点でも期待損失と同様，中心回帰の速度 κが遅

いほど回帰水準への回復が遅れるため，損失の標準偏差が大きく，リスク管理の観点で相関に

注意が必要であることがわかる．この結果も，期待損失の結果と同様，デフォルト強度に平方

根過程を想定した 4.3.5節の結果と同じである．
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図 4.5: 相関 ρに対する期待損失と標準偏差（y0 > 0, β = 0.01）

4.4.6 デフォルト強度と担保価値の相関の符号条件

本節のモデルで取り入れた相関は (4.55)式のように状態変数 ytを駆動するブラウン運動と担

保価値 lnAtを駆動するブラウン運動の相関 ρである．ここでは，パラメータを適切に設定す

ることにより，デフォルト強度と担保価値の相関として ρと同符号の相関を表現できることを

確認する．

(1) デフォルト強度と担保価値の条件付相関と符号条件

時刻 tで観察したときの時刻 T での状態変数 yT と対数担保価値 lnAT の共分散は

covt(yT , lnAT ) = σyσA

∫ T

t
e−κ(T−s)ρds =

ρσyσA
κ

(1− e−κ(T−t)) (4.101)

となり，y2T と lnAT の共分散は

covt(y
2
T , lnAT ) = 2ρσyσAyte

−κ(T−t)

∫ T

t
e−κ(T−s)ds

=
2ρσyσAyte

−κ(T−t)(1− e−κ(T−t))

κ

(4.102)

となる．したがって，デフォルト強度 λT と対数担保価値 lnAT の共分散は，

covt(λT , lnAT ) = covt(y
2
T + 2(α+ βT )yT , lnAT )

=
2ρσyσA(1− e−κ(T−t)){α+ βT + yte

−κ(T−t)}
κ

(4.103)

となる．

デフォルト強度 λT の分散は，

vart[λT ] = covt(y
2
T + 2(α+ βT )yT , y

2
T + 2(α+ βT )yT )

= vart[y
2
T ] + 4(α+ βT )2vart[yT ] + 4(α+ βT )covt(yT , y

2
T )
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であり，右辺の各要素は，

vart[yT ] = σ2y

∫ T

t
e−2κ(T−s)ds =

σ2y(1− e−2κ(T−t))

2κ

covt(yT , y
2
T ) = 2yte

−κ(T−t)σ2y

∫ T

t
e−2κ(T−s)ds

=
σ2y(1− e−2κ(T−t))yte

−κ(T−t)

κ

vart[y
2
T ] = 4{yte−κ(T−t)}2σ2y

∫ T

t
e−2κ(T−s)ds

=
2σ2y(1− e−2κ(T−t))y2t e

−2κ(T−t)

κ

となるから，

vart[λT ] =
2σ2y(1− e−2κ(T−t)){α+ βT + yte

−κ(T−t)}2

κ
(4.104)

を得る．

対数担保価値 lnAT の分散は

vart[lnAT ] = σ2A

∫ T

t
ds = σ2A(T − t) (4.105)

であるので，(4.103)，(4.104)，(4.105)式より，デフォルト強度 λT と対数担保価値 lnAT の観

測時点 tでの相関は

corrt(λT , lnAT ) =
covt(λT , lnAT )√

vart[λT ]
√

vart[lnAT ]

=
2ρ(1− e−κ(T−t))√

2κ(T − t)(1− e−2κ(T−t))

α+ βT + yte
−κ(T−t)

|α+ βT + yte−κ(T−t)|

(4.106)

で与えられる．

(4.106)式の条件付相関は，κを正に設定することにより，

α+ βT + yte
−κ(T−t) > 0 (4.107)

という条件を満たせば，ρと同じ符号となる．この条件は βを非負と設定したうえで，初期時

点 t = 0では α+ y0を正に設定すれば満たされることがわかる．すなわち，初期観測時点 0で

は，このようなパラメータの選択により，ρ < 0とすることでデフォルト強度と対数担保価値

との間に負の相関を表現することができる．

(2) 期中での条件付相関の符号変化

上記 (4.106)式は，観測時点 tにおける条件付相関を表しており，初期観測時点 t = 0ではそ

の制御を的確に行えることが示されたが，ここでは，その後の時間発展に伴い，観測時点 t(> 0)

における条件付相関がどのように振る舞うか考察する．
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潜在変数 ytは，(4.54)式のOU過程に従うため，時間経過に伴い，負の値をとることもあり

うる．この場合，原理的には，デフォルト強度と対数担保価値の相関の符号が設定した ρと逆

の符号になることもありうる．その条件は (4.107)式の不等号を逆にして

yt < −(α+ βT )eκ(T−t) (4.108)

で与えられる．

デフォルト強度と対数担保価値の相関が設定した相関 ρと逆符号になる (4.108)式の条件は，

ytは 0に中心回帰するように設定されているため，他のパラメータ κ, σy も適切に設定されて

いれば，(4.108)式右辺の水準まで低下することは稀であり，成立しにくいことがわかる．

現実的な設定として ρ < 0と設定した際，(4.108)式の条件を満たし，デフォルト強度と対数

担保価値が正の相関を持つことになったとしても，数式上の問題はないほか，非現実的とも限ら

ない．実際，yte−κ(T−t)+α+βT が負の値になる状況を考えてみると，その直前では yt+α+βt

はかなり小さな値になるため，デフォルト強度 λtもかなり低い値となっている．企業がそうし

た良い状態にあれば，デフォルト強度と対数担保価値の相関が必ずしも負にはならない可能性

も考えられる．本稿での期待損失の評価は，期中でデフォルト強度と対数担保価値とが正に相

関する可能性も織り込んだ評価になっているともいえる．

4.5 結論

本章では，担保付貸出の評価にあたり，以下の 3つの要素を備えたモデルとして，アフィン過

程を用いたモデルと 2次ガウス過程を用いたモデルを構築し，損失の期待値ならびに n次モー

メントが解析的に評価されることを示した．

(1) デフォルト事象は外生的なデフォルト強度の確率過程に基づき，満期までの間いつでも

生じうる．

(2) デフォルト強度と担保価値の変動は負の相関を持つ．

(3) デフォルト強度と担保価値は非負性を保つ．

アフィン過程を用いたモデルでは，デフォルト強度を平方根過程とし，デフォルト強度と対

数担保資産価値が 2次元のアフィン拡散過程に従うモデルを想定して，期待損失および損失の

n次モーメントの被積分項を，拡張アフィン形式を用いて評価し，解析解を導出した．得られ

た解析解は相関を考慮して測度変換された生存確率を用いて表現できることも示した．

2次ガウス過程を用いたモデルでは，デフォルト強度の潜在変数がOU過程に従っていると

し，デフォルト強度はその 2次関数で表現されるとした．一方，担保資産価値は幾何ブラウン

運動に従うとし，潜在変数と担保資産価値を駆動するブラウン運動の間に負の相関を取り入れ

ることで，デフォルト強度の非負性と担保価値との負の相関を保つモデルを構築した．そのう

えで，このモデルでもアフィン過程を用いたモデルと同様に期待損失の解析的な評価を行える

ことを示した．得られた解析解は測度変換で特徴付けられることも示した．

アフィン過程，2次ガウス過程のいずれのモデルでも，期待損失および損失のm次モーメン

トは 1階のスティルチェス積分で表現でき，離散化した和として数値的に高速で数値計算でき

ることが示された．得られたm次モーメントを用いて，デフォルト企業から回収される資産価
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値の確率分布を近似すれば，当該資産に派生する金融商品の近似的な評価も可能となることが

わかる．

また，アフィン過程，2次ガウス過程のいずれの数値例からも，デフォルト強度と担保価値

の負の相関−ρの度合い（|ρ|）が強いほど期待損失や損失の標準偏差は大きくなり，その傾向
は中心回帰速度 κが遅いほど強くなることが示された．すなわち，デフォルト強度の中心回帰

速度が遅いときほど，信用リスク管理を行っていくうえで負の相関に注意する必要があること

が示唆された．

2次ガウス過程のモデルは 3変量以上にも拡張することができ，例えば，確率的な無リスク

短期金利で非負性を保つものを取り込んで，担保付貸出の価値評価を行うことはできる．ただ

し，4.4.6節で考察したように設定できる相関は基本的に状態変数間の相関であり，状態変数が

負の値をとったときには，想定している相関と逆の相関のモデルとなってしまうことがあるこ

とには注意が必要である．また，多くの相関を設定すると，得られる係数の常微分方程式が陽

的には解けないことが多くなるが，その場合でもルンゲ・クッタ（Runge-Kutta）法などの数

値計算により比較的高速に評価できる．

また，2次ガウス過程のモデルでは，担保付貸出のポートフォリオに対して，デフォルト強

度間や担保価値間にも相関を考慮して貸出ポートフォリオの損失分散を 2次ガウス過程モデル

で評価することもできる．ただし，この場合，相関の設定に関する上段の問題を同様に抱える

ほか，期待損失で 1階積分で評価されていた点は 2階積分での評価となり，少し計算に時間が

かかることになる．

本章では扱わなかった実務上の課題の 1つとして，デフォルト強度過程や担保資産価値過程

のパラメータをどのように推定するかが挙げられる．例えば，時系列データを用いて推定する

場合，デフォルト強度については対象とする企業と同格付けあるいは類似の財務データを持つ

企業がデフォルトしたか否かの集計データを用いて推定することになる．集計データはポート

フォリオに対する観測データであるため，本章では扱わなかった個別エクスポージャーのデフォ

ルト強度の相関についても考慮しなければならない点に注意が必要である．

4.A 基本アフィン形式とリッカチ型常微分方程式の解

本補論では，基本アフィン形式の 1つの応用として平方根過程での生存確率を導出するとと

もに，アフィン過程の期待値計算で導出されるリッカチ型常微分方程式の解をまとめておく．

4.A.1 平方根過程での生存確率の導出

生存確率は 1次元の状態変数Xt = λtを考えると，基本アフィン形式で評価でき，

Et[exp

(
−
∫ T

t
λsds

)
] = exp(αλ(t) + βλ(t)λt) (4.109)

と書き表される．基本アフィン形式で導かれる常微分方程式より，αλ(t)と βλ(t)は以下の常微

分方程式を満たす．
dβλ(t)

dt
= 1 + κβλ(t)−

1

2
σ2λβλ(t)

2 (4.110)

dαλ(t)

dt
= −κλ̄βλ(t) (4.111)
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境界条件は

βλ(T ) = 0, αλ(T ) = 0 (4.112)

で与えられる．

境界条件 (4.112)のもとで (4.110)式のリッカチ型常微分方程式を解くと，

βλ(t) =
2(1− eγλ(T−t))

(γλ + κ)eγλ(T−t) + γλ − κ
(4.113)

となる．ただし，

γλ =
√
κ2 + 2σ2λ (4.114)

である．リッカチ型常微分方程式の解法は 4.A.2節を参照．

(4.112)式と (4.113)式を (4.111)式に代入して積分すると次式を得る．

αλ(t) = αλ(t)− αλ(T ) = κλ̄

∫ T

t
βλ(s)ds =

2κλ̄

σ2λ
ln

2γλe
γλ+κ

2
(T−t)

(γλ + κ)eγλ(T−t) + γλ − κ
(4.115)

(4.113)，(4.115)式を (4.109)式に代入すると，生存確率は次式で与えられる．

Γ(T − t|λt) = Et[exp

(
−
∫ T

t
λsds

)
]

=

[
2γλe

(γλ+κ)(T−t)/2

(γλ + κ)eγλ(T−t) + γλ − κ

] 2κλ̄

σ2
λ

exp(
2(1− eγλ(T−t))λt

(γλ + κ)eγλ(T−t) + γλ − κ
)

(4.116)

4.A.2 リッカチ型常微分方程式の解

アフィンモデルや 2次ガウスモデルで導出されるリッカチ型常微分方程式の解を次の補題で

与えておく．

補題 4.1. リッカチ型の常微分方程式

dy(t)

dt
= −1

2
a2y(t)2 + by(t) + c (4.117)

（ただし，a, b, c, gは定数で c ≥ 0）の解は，境界条件

y(T ) = g (4.118)

のもとで，

y(t) =
b+ γ + (b− γ)λeγ(T−t)

a2(λeγ(T−t) + 1)
(4.119)

で与えられる．ただし，

γ =
√
b2 + 2a2c (4.120)

λ =
−a2g + b+ γ

a2g − b+ γ
(4.121)

である．
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証明. (4.117)式は次式と同値である．

dy(t)

dt
= −1

2
a2(y(t)− y1)(y(t)− y2) (4.122)

ただし，

y1 =
b+ γ

a2
, y2 =

b− γ
a2

, γ =
√
b2 + 2a2c (4.123)

(4.122)式を

−1

2
a2dt =

dy(t)

(y(t)− y1)(y(t)− y2)

と変形し，両辺を時間に関して [t, T ]の範囲で積分すれば次式を得る．

− 1

2
a2(T − t) =

∫ y(T )

y(t)

dy(s)

(y(s)− y1)(y(s)− y2)

=
1

y1 − y2

∫ y(T )

y(t)

{
1

y(s)− y1
− 1

y(s)− y2

}
dy(s)

=
1

y1 − y2

{
ln
y(T )− y1
y(t)− y1

− ln
y(T )− y2
y(t)− y2

}
=
a2

2γ

{
ln
g − y1
g − y2

y(t)− y2
y(t)− y1

} (4.124)

(4.124)式を整理すると (4.119)式が導出される．

4.B 拡張アフィン形式による損失の期待値・m次モーメントの評価

(4.4)式の期待損失，より一般的に損失のm次モーメントは (4.10)式のように回収のn次モー

メント ζ(n)(t, s)の sでの積分の組合せで表される．本補論では ζ(n)(t, s)を拡張アフィン形式

で評価する．

まず，4.3節で示したように 2次元の状態変数ベクトルXt = (λt, lnAt)
⊤を導入すると，Xt

はアフィン拡散過程に従うことがわかる．すなわち，

dXt = µ(Xt)dt+ σ(Xt)dWt (4.125)

であり，ドリフト µ(Xt) は状態変数ベクトル Xt のアフィン形式，瞬間的な分散共分散行列

σ(Xt)σ(Xt)
⊤の各要素も状態変数ベクトルXtのアフィン形式で表現される．Duffie, Pan and

Singleton [2000]は (4.125)式のようなアフィン拡散過程に従う状態変数について

ϕ(v, w,Xt, t, T ) = Et[exp

(
−
∫ T

t
R(Xu)du

)
(v ·XT )e

w·XT ] (4.126)

という期待値演算を拡張アフィン形式（extended affine）と呼んでいる．ただし，

R(Xu) = r0 + r1 ·Xu (4.127)

である．Duffie, Pan and Singleton [2000]は，この拡張アフィン形式が

ϕ(v, w,Xt, t, T ) = (C(t) +B(t) ·Xt) exp(α(t) + β(t) ·Xt) (4.128)

と評価されることを示し，係数 C(t)，B(t)，α(t)，β(t)の従う常微分方程式を示している．
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ここで

r0 = 0かつ r1 = (1, 0)すなわちR(Xu) = λu (4.129)

w = (0, n)すなわち ew·XT = en lnAT = An
T (4.130)

v = (1, 0)すなわち v ·XT = λT (4.131)

とすれば，

ϕ(v, w,Xt, t, T ) = Et[exp

(
−
∫ T

t
λudu

)
An

TλT ] (4.132)

となり，ζ(n)(t, T )が拡張アフィン形式に相当していることがわかる．

(4.132)の拡張アフィン形式は，Duffie, Pan and Singleton [2000]で示された常微分方程式よ

り，係数C(t)，B(t)，α(t)，β(t)が以下の常微分方程式を満たすことになる．ただし，B(t) =

(B1(t), B2(t))
⊤，β(t) = (β1(t), β2(t))

⊤である．

dβ1(t)

dt
= 1 + κβ1(t) +

σ2A
2
β2(t)−

1

2
β(t)⊤

(
σ2λ ρσλσA

ρσλσA σ2A

)
β(t)

= 1 + κβ1(t) +
σ2A
2
β2(t)−

σ2λ
2
β1(t)

2 − ρσλσAβ1(t)β2(t)−
σ2A
2
β2(t)

2

(4.133)

dβ2(t)

dt
= 0 (4.134)

dα(t)

dt
= −

(
κλ̄

µA

)
· β(t) = −κλ̄β1(t)− µAβ2(t) (4.135)

−dB1(t)

dt
= −κB1(t)−

σ2A
2
B2(t) + β(t)⊤

(
σ2λ ρσλσA

ρσλσA σ2A

)
B(t)

= −κB1(t)−
σ2A
2
B2(t) + σ2λβ1(t)B1(t)

+ ρσλσA(β1(t)B2(t) + β2(t)B1(t)) + σ2Aβ2(t)B2(t)

(4.136)

−dB2(t)

dt
= 0 (4.137)

−dC(t)
dt

=

(
κλ̄

µA

)
·B(t) = κλ̄B1(t) + µAB2(t) (4.138)

境界条件は

β1(T ) = 0, β2(T ) = n, α(T ) = 0 (4.139)

B1(T ) = 1, B2(T ) = 0, C(T ) = 0 (4.140)

で与えられる．

まず，(4.139)式の境界条件のもと，(4.133)，(4.134)，(4.135)式の常微分方程式を解く．(4.139)

式の境界条件と (4.134)式より

β2(t) = n (4.141)

となる．(4.141)式を (4.133)式に代入して

dβ1(t)

dt
= 1 +

n(1− n)σ2A
2

+ (κ− nρσλσA)β1(t)−
σ2λ
2
β1(t)

2 (4.142)
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を得る．(4.142)式はリッカチ型常微分方程式になっており，(4.139)式の境界条件のもと，4.A.2

節に示す方法で次式のように解ける．

β1(t) =
(κ̃n + γn) + (κ̃n − γn)δ̃neγn(T−t)

σ2λ(δ̃ne
γn(T−t) + 1)

=
(γn − κ̃n)(γn + κ̃n)(1− eγn(T−t))

σ2λ{(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)}

=
{2 + n(1− n)σ2A}(1− eγn(T−t))

(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)

(4.143)

ただし，

κ̃n = κ− nρσλσA (4.144)

γn =
√
κ̃2n + σ2λ{2 + n(1− n)σ2A} (4.145)

δ̃n =
κ̃n + γn
−κ̃n + γn

(4.146)

である．(4.141)，(4.143)式を (4.135)式に代入して (4.139)式の境界条件のもとで積分すると，

α(t) = α(t)− α(T ) =
∫ T

t
{κλ̄β1(s) + nµA}ds

= nµA(T − t) +
κλ̄(γn − κ̃n)(γn + κ̃n)

σ2λ

∫ T

t

(1− eγn(T−s))

(γn + κ̃n)eγn(T−s) + (γn − κ̃n)
ds

=

{
nµA +

κλ̄(γn + κ̃n)

σ2λ

}
(T − t) + 2κλ̄

σ2λ
ln

2γn

(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)

(4.147)

を得る．

次に，(4.140)式の境界条件のもと (4.136)，(4.137)，(4.138)式の常微分方程式を解く．(4.139)

式の境界条件と (4.137)式より

B2(t) = 0 (4.148)

が得られ，(4.148)，(4.141)式を (4.136)式に代入すると，

−dB1(t)

dt
= −κB1(t) + σ2λβ1(t)B1(t) + nρσλσAB1(t) (4.149)

となる．(4.149)式に (4.143)式を代入し，(4.140)式の境界条件のもとで積分すると，

lnB1(t) = −
∫ T

t
{κ̃n − σ2λβ1(s)}ds

= −κ̃n(T − t) + σ2λ

∫ T

t
β1(s)ds

= γn(T − t) + 2 ln
2γn

(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)

(4.150)

となり，変形して

B1(t) =
4γ2ne

γn(T−t)

{(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)}2
(4.151)

を得る．また，(4.148)式を (4.138)式に代入すれば

−dC(t)
dt

= κλ̄B1(t) (4.152)
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となり，(4.140)式の境界条件のもとで (4.151)式を代入して積分すれば

C(t) = κλ̄

∫ T

t
B1(s)ds = 4γ2nκλ̄

∫ T

t

eγn(T−s)

{(γn + κ̃n)eγn(T−s) + (γn − κ̃n)}2
ds

= − 4γnκλ̄

(γn + κ̃n)

∫ 2γn

(γn+κ̃n)eγn(T−t)+(γn−κ̃n)

1

z2
dz

=
2κλ̄(eγn(T−t) − 1)

(γn + κ̃n)eγn(T−t) + (γn − κ̃n)

(4.153)

となる．

したがって，(4.132)式は，

Et[exp

(
−
∫ T

t
λudu

)
An

TλT ]

= An
t e

nµA(T−t)(C̃(T − t) + B̃(T − t)λt) exp(α̃(T − t) + β̃(T − t)λt)
(4.154)

ただし，

C̃(z) =
2κλ̄(eγnz − 1)

(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)
(4.155)

B̃(z) =
4γ2ne

γnz

{(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)}2
(4.156)

α̃(z) =
κλ̄(γn + κ̃n)

σ2λ
z − 2κλ̄

σ2λ
ln

(γn + κ̃n)e
γnz + (γn − κ̃n)
2γn

(4.157)

β̃(z) =
(γn − κ̃n)(γn + κ̃n)

σ2λ

(1− eγnz)
(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)

(4.158)

となる．

ここで，

ξn(z|λt) ≡ exp(α̃(z) + β̃(z)λt)

=

[
2γne

(γn+κ̃n)z/2

(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)

] 2κλ̄

σ2
λ

exp

{
{2 + n(1− n)σ2A}(1− eγnz)λt
(γn + κ̃n)eγnz + (γn − κ̃n)

} (4.159)

とすると，(4.116)式の生存確率 Γ(z|λt)と比較することで，ξn(z|λt)が生存確率に相当してい
ることがわかる．ただし，パラメータ κ, γλ, λ̄はそれぞれ κ̃n, γn, κλ̄/κ̃nに代わり，デフォル

ト強度の初期値は λtから {1 + n(1− n)σ2A/2}λtに代わったものと考えられる．さらに，

dα̃(z)

dz
=
κ̃2n − γ2n
2σ2λ

C̃(z),
dβ̃(z)

dz
=
κ̃2n − γ2n
2σ2λ

B̃(z) (4.160)

が満たされることに注目すると，ξn(z|λt)の満期までの時間 zに関する 1階微分が

dξn(z|λt)
dz

=
κ̃2n − γ2n
2σ2λ

exp(α̃(z) + β̃(z)λt){C̃(z) + B̃(z)λt} (4.161)

で与えられることがわかる．

(4.161)式を (4.154)式に代入し，T = sとすると

ζ(n)(t, s) = An
t e

nµA(s−t) 2σ2λ
κ̃2n − γ2n

dξn(z|λt)
dz

∣∣∣∣
z=s−t

(4.162)

と整理できる．
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4.C 測度変換による相関とブラウン運動の関係

本補論では，確率測度 P̃ のもとでのブラウン運動の変換式と，より一般的な回収の n次モー

メントに関する確率測度 P (n)のもとでのブラウン運動の変換式を，デフォルト強度が，(1)2次

ガウス過程の場合，(2)アフィン過程の場合，それぞれで証明する．証明に際して，Wtが標準

ブラウン運動とは，以下の 3点を満たすことであることに注意する．

1. （連続性）Wtが tに関して連続でW0 = 0．

2. （定常正規性）任意の 0 = t0 < t1 < · · · < tN に対して，Wtj −Wtj−1 (j = 1, . . . , N) が

tj−1までの履歴によらずにそれぞれ正規分布N(0, tj − tj−1)に従う．

3. （独立増分性）任意の 0 = t0 < t1 < · · · < tN に対して，Wtj −Wtj−1 (j = 1, . . . , N) が

互いに独立である．

4.C.1 2次ガウス過程の場合

確率測度 P̃ のもとでのブラウン運動の変換式である (4.78)式と，より一般的な n次モーメ

ントに関する確率測度 P (n)のもとでのブラウン運動の変換式である (4.93)式を，次の補題に

より確認する．

補題 4.2. (4.91)式の η(t;An)をラドン・ニコディム密度過程とする確率測度 P (n)のもとでは，

(4.93)式で与えられるW
A(n)
t ，W y(n)

t が標準ブラウン運動となる．

証明. 前述の標準ブラウン運動の条件のうち，1の連続性については，WA(n)
t ，W y(n)

t のいずれ

についてもその定義から明らかであるので，2の定常正規性と 3の独立増分性を示せばよい．

ここで，(4.52)式より

At = A0e
(µA−σ2

A/2)t+σAWA
t (4.163)

であるから，(4.91)式より

η(tj ;A
n)

η(tj−1;An)
=

An
tje

−µ
(n)
A tj

An
tj−1

e−µ
(n)
A tj−1

= e
−n2σ2

A(tj−tj−1)/2+nσAWA
tj
−nσAWA

tj−1 (4.164)

となる．

W
A(n)
t について，確率測度 P (n)のもとで 2の定常正規性を示すためには，特性関数を考え

ると，任意の z ∈ Rで，

E
(n)
tj−1

[exp(iz(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))] = exp(−z2(tj − tj−1)/2), (4.165)

を示せばよい．(4.93)式の定義と (4.164)式より，

E
(n)
tj−1

[exp(iz(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))] = Etj−1 [
η(tj ;A

n)

η(tj−1;An)
e
iz(WA

tj
−WA

tj−1
−nσA(tj−tj−1))]

= e
−n2σ2

A(tj−tj−1)/2−nσAWA
tj−1Etj−1 [e

nσAWA
tj e

iz(WA
tj
−WA

tj−1
−nσA(tj−tj−1))]

= e
−n2σ2

A(tj−tj−1)/2−nσAWA
tj−1

−iznσA(tj−tj−1)−izWA
tj−1Etj−1 [e

(nσA+iz)WA
tj ]

= e
−n2σ2

A(tj−tj−1)/2−nσAWA
tj−1

−iznσA(tj−tj−1)−izWA
tj−1

× e(nσA+iz)WA
tj−1

+(nσA+iz)2(tj−tj−1)/2

= e−z2(tj−tj−1)/2

(4.166)
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となり，(4.165)式が示される．次に，3の独立増分性を示すには，

E(n)[exp(i
N∑
j=1

zj(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))] =
N∏
j=1

E(n)[exp(izj(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))] (4.167)

を示せばよい21．これは，(4.165)式より，

E(n)[exp(i

N∑
j=1

zj(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))]

= E(n)[E
(n)
tN−1

[exp(izN (W
A(n)
tN

−WA(n)
tN−1

)] exp(i
N−1∑
j=1

zj(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))]

= e−z2N (tN−tN−1)/2E(n)[exp(i

N−1∑
j=1

zj(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))]

= · · · =
N∏
j=1

e−z2j (tj−tj−1)/2 =

N∏
j=1

E(n)[exp(izj(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))]

(4.168)

となって示される．したがって，WA(n)
t は標準ブラウン運動である．

同様に，W y(n)
t について，任意の z ∈ Rで，(4.93)式の定義と (4.164)式より，

E
(n)
tj−1

[exp(iz(W
y(n)
tj
−W y(n)

tj−1
))] = Etj−1 [

η(tj ;A
n)

η(tj−1;An)
e
iz(W y

tj
−W y

tj−1
−nρσA(tj−tj−1))]

= e
−n2σ2

A(tj−tj−1)/2−nσAWA
tj−1Etj−1 [e

nσAWA
tj e

iz(W y
tj
−W y

tj−1
−nρσA(tj−tj−1))]

= e
−n2σ2

A(tj−tj−1)/2−nσAWA
tj−1

−iznρσA(tj−tj−1)−izW y
tj−1Etj−1 [e

nσAWA
tj
+izW y

tj ]

= e
−n2σ2

A(tj−tj−1)/2−nσAWA
tj−1

−iznρσA(tj−tj−1)−izW y
tj−1

× enσAWA
tj−1

+izW y
tj−1

+(nσA+iρz)2(tj−tj−1)/2+(1+ρ2)z2(tj−tj−1)/2

= e−z2(tj−tj−1)/2

(4.169)

となって，2の定常正規性が示され，(4.169)式を用いて (4.168)式と同じ手順で 3の独立増分

性が示されるため，W y(n)
t は標準ブラウン運動となる．

確率測度 P̃ のもとでのブラウン運動の変換式が (4.78)式で与えられることは，補題 4.2を

n = 1で考えれば確認できる．

4.C.2 アフィン過程の場合

確率測度 P̃ のもとでのブラウン運動の変換式である (4.34)式と，より一般的な n次モーメ

ントに関する確率測度 P (n)のもとでのブラウン運動の変換式である (4.44)式を，次の補題に

より確認する．

補題 4.3. (4.42)式の η(t;An)をラドン・ニコディム密度過程とする確率測度 P (n)のもとでは，

(4.44)式で与えられるW
A(n)
t ，W λ(n)

t が標準ブラウン運動となる．

21独立増分性の証明は西山 [2011]の問 6.12.1への解答を参考にした．
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証明. まず，準備として，(4.14)式から，

At = A0e
µAt−σ2

A
2

∫ t
0 λudu+σA

∫ t
0

√
λudWA

u (4.170)

となるから，(4.42)式より，

η(tj ;A
n)

η(tj−1;An)
=

An
tje

−nµAtj−n(n−1)
2

σ2
A

∫ tj
0 λudu

An
tj−1

e−nµAtj−1−n(n−1)
2

σ2
A

∫ tj−1
0 λudu

= e
−n2σ2

A
2

∫ tj
tj−1

λudu+nσA

∫ tj
tj−1

√
λudWA

u

(4.171)

となる．

補題 4.2の証明と同様，WA(n)
t ，W y(n)

t のいずれについてもその定義から，標準ブラウン運

動の条件のうち，1の連続性については明らかであるので，2の定常正規性と 3の独立増分性を

示せばよい．

W
A(n)
t の正規性は，特性関数を用いて，任意の z ∈ Rで，

E
(n)
tj−1

[exp(iz(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))] = exp(−z2(tj − tj−1)/2) (4.172)

を示せばよい．(4.172)式左辺は，

E
(n)
tj−1

[exp(iz(W
A(n)
tj

−WA(n)
tj−1

))]

= Etj−1 [
η(tj ;A

n)

η(tj−1;An)
e
iz(WA

tj
−WA

tj−1
−nσA

∫ tj
tj−1

√
λudu)

]

= Etj−1 [e
−n2σ2

A
2

∫ tj
tj−1

λudu+nσA

∫ tj
tj−1

√
λudWA

u +iz(WA
tj
−WA

tj−1
)−iznσA

∫ tj
tj−1

√
λudu

]

(4.173)

と展開できる．ここで，t ∈ [tj−1, tj ]の λtの情報を Lj とし，Ij−1 = Ftj−1 ∨ Lj とする．確率
変数X について，

Etj−1 [X] = Etj−1 [E[X|Ij−1]] (4.174)

となることに注目すると，(4.173)式で，

E[e
nσA

∫ tj
tj−1

√
λudWA

u +iz(WA
tj
−WA

tj−1
)|Ij−1]

= e
n2σ2

A
2

∫ tj
tj−1

λudu−z2(tj−tj−1)/2+iznσA

∫ tj
tj−1

√
λudu

(4.175)

となる．したがって，(4.172)式を得るので，2の定常正規性が示される．また，(4.172)式を

用いて (4.168)式と同じ手順で 3の独立増分性が示されるため，WA(n)
t は標準ブラウン運動と

なる．

W
λ(n)
t の正規性も，特性関数を考え，任意の z ∈ Rで，

E
(n)
tj−1

[exp(iz(W
λ(n)
tj
−W λ(n)

tj−1
))]

= Etj−1 [
η(tj ;A

n)

η(tj−1;An)
e
iz(Wλ

tj
−Wλ

tj−1
−nρσA

∫ tj
tj−1

√
λudu)

]

= Etj−1 [e
−n2σ2

A
2

∫ tj
tj−1

λudu+nσA

∫ tj
tj−1

√
λudWA

u +iz(Wλ
tj
−Wλ

tj−1
)−iznρσA

∫ tj
tj−1

√
λudu

]

(4.176)

となるが，(4.174)式を用いると，

E[e
nσA

∫ tj
tj−1

√
λudWA

u +iz(Wλ
tj
−Wλ

tj−1
)|Ij−1]

= e
n2σ2

A
2

∫ tj
tj−1

λudu−z2(tj−tj−1)/2+iznρσA

∫ tj
tj−1

√
λudu

(4.177)
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となることから，(4.176)式より，

E
(n)
tj−1

[exp(iz(W
λ(n)
tj
−W λ(n)

tj−1
))] = exp(−z2(tj − tj−1)/2) (4.178)

を得るので，2の定常正規性が示される．また，(4.178)式を用いて (4.168)式と同じ手順で 3

の独立増分性が示されるため，W λ(n)
t は標準ブラウン運動となる．

確率測度 P̃ のもとでのブラウン運動の変換式が (4.34)式で与えられることは，補題 4.3を

n = 1で考えれば確認できる．

4.D 2次ガウス形式の従う常微分方程式と解

本文では，期待回収額について測度変換を用いて，担保価値の期待値と測度変換された割引生

存確率に分離したが，本補論ではその証明を 2次ガウス形式の従う常微分方程式から導出する．

補題 4.4. (4.52)～(4.55)式のように設定した担保価値At，デフォルト強度 λtに対して，(4.12)

式で定義された ζ(t, T ) = ζ(n)(t, T )は，µ(n)A を (4.90)式，ŷt = y
(n)
t を (4.94)式で与えると，

ζ(t, T ) = An
t e

µ
(n)
A (T−t)(B0(t, T )−B1(t, T )ŷt −B2(t, T )ŷ

2
t )

× exp(Ĉ0(t, T )− Ĉ1(t, T )ŷt − Ĉ2(t, T )ŷ
2
t )

(4.179)

という解を持ち，係数 Ĉ0(t, T )，Ĉ1(t, T )，Ĉ2(t, T )は，α̂t = α
(n)
t を (4.94)式で与えて，(4.56)

式の生存確率で ytを ŷt，αを α̂とした

Γ(t, T |α̂, ŷt) = exp(Ĉ0(t, T )− Ĉ1(t, T )ŷt − Ĉ2(t, T )ŷ
2
t ) (4.180)

の係数として与えられ，係数B0(t, T )，B1(t, T )，B2(t, T )は

B0(t, T ) = −
dĈ0(t, T )

dT
, B1(t, T ) = −

dĈ1(t, T )

dT
, B2(t, T ) = −

dĈ2(t, T )

dT
(4.181)

を満たすものが存在し，(4.179)式は

ζ(t, T ) = −An
t e

µ
(n)
A (T−t)dΓ(t, T |α̂, ŷt)

dT
(4.182)

で与えられる．

証明. まず，(4.54), (4.94)式より ŷtは

dŷt = −κytdt+ σydW
y
t = (−nρσAσy − κŷt)dt+ σydW

y
t (4.183)

という確率微分方程式に従い，zt = lnAtは (4.52)式より

dzt = (µA − σ2/2)dt+ σAdW
A
t (4.184)

という確率微分方程式に従う．ここで，

Mt = Et[exp

(
−
∫ T

0
λudu

)
λTA

n
T ] = exp

(
−
∫ t

0
λudu

)
ζ(t, T ) (4.185)
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とおくと，Mtはマルチンゲールになりドリフト項が 0になるから，伊藤の公式を用いてその

条件を求めると，状態変数ベクトルを (ŷt, zt)として

0 =− λtζ(t, T ) +
∂ζ(t, T )

∂t
− (nρσAσy + κŷt)

∂ζ(t, T )

∂ŷ
+ (µA − σ2A/2)

∂ζ(t, T )

∂z

+
σ2y
2

∂2ζ(t, T )

∂ŷ2
+
σ2A
2

∂2ζ(t, T )

∂z2
+ ρσyσA

∂2ζ(t, T )

∂ŷ∂z

(4.186)

という偏微分方程式が成立する．この偏微分方程式から，(4.179)式のように ζ(t, T )の解を考

えて，係数の従う常微分方程式を導出する22．ここで表記の簡便化のため，

ξ(t, T ) = An
t e

µ
(n)
A (T−t) exp(Ĉ0(t, T )− Ĉ1(t, T )ŷt − Ĉ2(t, T )ŷ

2
t ) (4.187)

とおくと，(4.186)式の各偏微分項は以下のように与えられる．

∂ζ(t, T )

∂t
=

{
−µ(n)A +

dĈ0(t, T )

dt
− dĈ1(t, T )

dt
ŷt −

dĈ2(t, T )

dt
ŷ2t

}
ζ(t, T )

+

{
dB0(t, T )

dt
− dB1(t, T )

dt
ŷt −

dB2(t, T )

dt
ŷ2t

}
ξ(t, T )

(4.188)

∂ζ(t, T )

∂ŷ
= {−Ĉ1(t, T )− 2Ĉ2(t, T )ŷt}ζ(t, T ) + {−B1(t, T )− 2B2(t, T )ŷt}ξ(t, T ) (4.189)

∂ζ(t, T )

∂z
=
∂ζ(t, T )

∂At

∂At

∂zt
=

n

At
ζ(t, T )ezt = nζ(t, T ) (4.190)

∂2ζ(t, T )

∂ŷ2
= {−Ĉ1(t, T )− 2Ĉ2(t, T )ŷt}

∂ζ(t, T )

∂ŷ
+ {−B1(t, T )− 2B2(t, T )ŷt}

∂ξ(t, T )

∂ŷ

− 2Ĉ2(t, T )ζ(t, T )− 2B2(t, T )ξ(t, T )

= {Ĉ1(t, T ) + 2Ĉ2(t, T )ŷt}2ζ(t, T )− 2Ĉ2(t, T )ζ(t, T )− 2B2(t, T )ξ(t, T )

+ 2{Ĉ1(t, T ) + 2Ĉ2(t, T )ŷt}{β1(t, T ) + 2B2(t, T )ŷt}ξ(t, T )
(4.191)

∂2ζ(t, T )

∂z2
= n

∂ζ(t, T )

∂z
= n2ζ(t, T ) (4.192)

∂2ζ(t, T )

∂ŷ∂z
= n

∂ζ(t, T )

∂ŷ

= −n{Ĉ1(t, T ) + 2Ĉ2(t, T )ŷt}ζ(t, T )− n{B1(t, T ) + 2B2(t, T )ŷt}ξ(t, T )
(4.193)

(4.188)～(4.193)式を (4.186)式に代入すると，

0 =

{
−(ŷt + α̂+ βt)2 +

dĈ0(t, T )

dt
− dĈ1(t, T )

dt
ŷt −

dĈ2(t, T )

dt
ŷ2t

}
ζ(t, T )

+ κŷt{Ĉ1(t, T ) + 2Ĉ2(t, T )ŷt}ζ(t, T )

+
σ2y
2
{Ĉ1(t, T ) + 2Ĉ2(t, T )ŷt}2ζ(t, T )− σ2yĈ2(t, T )ζ(t, T )

+

{
dB0(t, T )

dt
− dB1(t, T )

dt
ŷt −

dB2(t, T )

dt
ŷ2t

}
ξ(t, T )

+ κŷt{B1(t, T ) + 2B2(t, T )ŷt}ξ(t, T )

− σ2yB2(t, T )ξ(t, T ) + σ2y{Ĉ1(t, T ) + 2Ĉ2(t, T )ŷt}{B1(t, T ) + 2B2(t, T )ŷt}ξ(t, T )

(4.194)

22この証明法は，楠岡・青沼・中川 [2001]の定理 2.1の証明を参考にした．
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となる．ここで，(4.194)式で ζ(t, T )が係る項について，ŷtの 2次式，1次式，0次式をまとめ，

それぞれ 0とおくと以下の常微分方程式を得る．

dĈ2(t, T )

dt
= −1 + 2κĈ2(t, T ) + 2σ2yĈ2(t, T )

2 (4.195)

dĈ1(t, T )

dt
= −2(α̂+ βt) + κĈ1(t, T ) + 2σ2yĈ1(t, T )Ĉ2(t, T ) (4.196)

dĈ0(t, T )

dt
= (α̂+ βt)2 −

σ2y
2
Ĉ1(t, T )

2 + σ2yĈ2(t, T ) (4.197)

次に，(4.194)式で ξ(t, T )が係る項について，ŷtの 2次式，1次式，0次式をまとめ，それぞれ

0とおくと以下の常微分方程式を得る．

dB2(t, T )

dt
= 2κB2(t, T ) + 4σ2yĈ2(t, T )B2(t, T ) (4.198)

dB1(t, T )

dt
= κB1(t, T ) + 2σ2yĈ2(t, T )B1(t, T ) + 2σ2yĈ1(t, T )B2(t, T ) (4.199)

dB0(t, T )

dt
= σ2yB2(t, T )− σ2yĈ1(t, T )B1(t, T ) (4.200)

境界条件は，ζ(T, T ) = λTA
n
T より，

ζ(T, T ) = An
T (B0(T, T )−B1(T, T )ŷT −B2(T, T )ŷ

2
T )

× exp(Ĉ0(T, T )− Ĉ1(T, T )ŷT − Ĉ2(T, T )ŷ
2
T )

= An
T ((α̂+ βT )2 + 2(α̂+ βT )ŷT + ŷ2T )

(4.201)

であり，

Ĉ0(T, T ) = Ĉ1(T, T ) = Ĉ2(T, T ) = 0 (4.202)

B0(T, T ) = (α̂+ βT )2, B1(T, T ) = −2(α̂+ βT ), B2(T, T ) = −1 (4.203)

で与えられる．

(4.202)式を境界条件とする (4.195)～(4.197)式の常微分方程式は，αを α̂に変更したうえで

導出される生存確率

Γ(t, T |α̂, ŷt) = exp(C0(t, T )− C1(t, T )ŷt − C2(t, T )ŷ
2
t ) (4.204)

での C2(t, T )，C1(t, T )，C0(t, T )の常微分方程式（(4.57)～(4.60)式）と等しいので，(4.180)

式の係数 Ĉ0(t, T )，Ĉ1(t, T )，Ĉ2(t, T )として与えられる．(4.180)式の生存確率を満期 T につ

いて微分すると

dΓ(t, T |α̂, ŷt)
dT

=

{
dĈ0(t, T )

dT
− dĈ1(t, T )

dT
ŷt −

dĈ2(t, T )

dT
ŷ2t

}
Γ(t, T |α̂, ŷt) (4.205)

を得る．一方

dΓ(t, T |α̂, ŷt)
dT

=
d

dT
Êt[exp

(
−
∫ T

t
λsds

)
] = Êt[

d

dT
exp

(
−
∫ T

t
λsds

)
]

= −Êt[λT exp

(
−
∫ T

t
λsds

)
]

(4.206)
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であるから，(4.205)式と (4.206)式について t→ T の極限を考えると

lim
t→T

dĈ0(t, T )

dT
= −(α̂+ βT )2, lim

t→T

dĈ1(t, T )

dT
= 2(α̂+ βT ), lim

t→T

dĈ2(t, T )

dT
= 1 (4.207)

を得る．

次に，(4.203)式を境界条件とする (4.198)～(4.200)式の常微分方程式の解として (4.181)式

の解が存在することを示す．(4.203)式の境界条件は (4.207)式より示されるので，(4.181)式

が (4.198)～(4.200)式の常微分方程式を満たすことを示せばよい．まず，(4.198)式については，

(4.195)式より

dB2(t, T )

dt
= −d

2Ĉ2(t, T )

dtdT
= − d

dT

dĈ2(t, T )

dt

= − d

dT
{−1 + 2κĈ2(t, T ) + 2σ2yĈ2(t, T )

2}

= 2κ

(
−dĈ2(t, T )

dT

)
+ 4σ2yC2(t, T )

(
−dĈ2(t, T )

dT

) (4.208)

となるから，

B2(t, T ) = −
dĈ2(t, T )

dT
(4.209)

が (4.198)式と (4.203)式の境界条件を満たす．次に，(4.199)式については，(4.196)式より

dB1(t, T )

dt
= −d

2Ĉ1(t, T )

dtdT
= − d

dT

dĈ1(t, T )

dt

= − d

dT
{−2(α̂+ βt) + κĈ1(t, T ) + 2σ2yĈ1(t, T )Ĉ2(t, T )}

= κ

(
−dĈ1(t, T )

dT

)
+ 2σ2yĈ2(t, T )

(
−dĈ1(t, T )

dT

)
+ 2σ2yĈ1(t, T )

(
−dĈ2(t, T )

dT

) (4.210)

となるから，

B1(t, T ) = −
dĈ1(t, T )

dT
, B2(t, T ) = −

dĈ2(t, T )

dT
(4.211)

が (4.199)式と (4.203)式の境界条件を満たす．最後に，(4.200)式については，(4.197)式より

dB0(t, T )

dt
= −d

2Ĉ0(t, T )

dtdT
= − d

dT

dĈ0(t, T )

dt

= − d

dT
{(α̂+ βt)2 −

σ2y
2
Ĉ1(t, T )

2 + σ2yĈ2(t, T )}

= −σ2yĈ1(t, T )

(
−dĈ1(t, T )

dT

)
+ σ2y

(
−dĈ2(t, T )

dT

) (4.212)

となるから，

B0(t, T ) = −
dĈ0(t, T )

dT
, B1(t, T ) = −

dĈ1(t, T )

dT
, B2(t, T ) = −

dĈ2(t, T )

dT
(4.213)

が (4.200)式と (4.203)式の境界条件を満たす．以上より (4.182)式が成立し題意は示された．
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終章

本論文では，金融リスクの把握に際して，特に資産価格変動間の相関や相互依存構造に焦点

を当てて分析を行った．

まず，第 1章では，ファイナンスでのリスク指標として，金融業界で標準的になっているVaR

とそれに代わる指標として提唱されている期待ショートフォールなどを紹介し，(1)テイルリス

クの排除，(2)期待効用最大化原理との整合性，(3)劣加法性（凸性），(4)推計値の安定性，の

4つの観点で，VaRと期待ショートフォールを比較分析した．さらに，市場がストレス状態に

なることを多変量極値理論とコピュラを用いて表現して，ポートフォリオの損益分布を生成し，

VaRや期待ショートフォールにテイルリスクが生じるかどうかをシミュレーションとエマージ

ング市場の為替相場変動を用いた実証分析の両側面で分析した．この結果，コピュラで表現さ

れる相互依存関係がリスク指標に大きな影響を及ぼすことが示され，特にVaRではテイルリス

クが生じやすいことが示された．

第 2章では，第 1章で利用したコピュラについて，その実務での利用を念頭におき，(1)コ

ピュラのパラメータの推定，(2)特定化したコピュラに従う乱数の発生方法をまとめた．具体

例として，株式ポートフォリオ損失分布を分析したり，1万の与信ポートフォリオのリスク指

標の算出などを試みた．さらに，コピュラが標準的に用いられている CDOのプライシングを

行うことで，コピュラが CDOの期待損失に及ぼす影響を定量的に把握した．特に，下側裾依

存性の強いコピュラが金融リスクに及ぼす影響は大きく，CDOのプライシングに際しては同

じ順位相関を持つコピュラでも下側裾依存性の強いコピュラでは期待損失が保守的に見積もら

れることとなり，該当する格付けも異なってくることが示された．

第 3章では，第 2章の CDOプライシングと同様に，信用リスクを構造モデルで把握して分

析を行った．ただし，通常，信用リスク分析ではデフォルト事象のみ確率的に捉えることが多

いのに対して，回収率やエクスポージャ－も変化しうるという考えに立って，信用リスクの分

析を行った．具体的には，銀行が期待損失の最小化を念頭に満期までのある時点で追加融資を

行ってエクスポージャ－を増大させることをモデル化し，その結果，期待損失やVaRがどのよ

うに変化するかを分析した．こうした銀行の追加融資を考慮した期待損失やVaRの算出は解析

的に行えることを示し，数値例を用いて定量化を行った．数値例からは，不況などで企業が逆

境にあるとき，追加融資によって期待損失を下げることは可能であるが，VaRで示されるリス

ク量は増大することが示唆された．

第 4章では，第 3章で用いた 1期間構造型モデルではデフォルトが連続的に生じうることを

完全には考慮できない問題に注目し，瞬間的なデフォルト率であるデフォルト強度が回収率と

景気を通じて負の相関を持ちながら連続的な確率過程に従うモデル化を行った．ここでは，デ

フォルト強度についてアフィン過程や 2次ガウス過程でモデル化し，デフォルト強度が非負性を

保ちつつ，回収率と連続的に負の相関も持つように設定でき，そのうえで期待損失や高次モー

メント等の損失分布の性質が解析的に評価できることを示した．数値例を用いて分析した結果，

デフォルト強度の回帰速度が遅いときには，負の相関が強くなるに従い，期待損失や損失の標
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準偏差の拡大幅が大きくなることが示された．

以上の分析により，金融リスクのリスク指標として妥当なリスク指標を考察したうえで，資

産価格変動や信用の変動などさまざまなファクター間の相関やコピュラで表現される依存構造

が金融リスクに与える影響を定量的に把握する手法を与えた．実証分析や数値例により，第 1

章，第 2章で扱ったコピュラでは，下側裾依存性の強いコピュラが金融リスクに及ぼす影響が

大きいことが示され，第 3章，第 4章で扱った信用リスクのモデルでは，数値例により，デフォ

ルト事象の相関のみならず，エクスポージャーの変化や回収率との相関も信用リスクに大きな

影響を及ぼすことが示された．金融リスクを統計学的にきちんと把握し，資本の割り当てなど

につなげていくことは，金融機関経営の本質であり，その精緻化が望まれる．本論文で考察し

た定量化手法はその精緻化の一助になるものと思われる．
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