
1 ギブスデュエムの関係式

巨視的系とは何か、ということを考えよう。熱力学の特徴は、少数の変数によって巨視

的な系の状態が記述されることである.巨視系のエネルギーυ(内部エネルギー)、体積

V、質量 Uk (k = 1,ー・,九,ここで、πは成分の数)を与えると、エントロピーが決まる,
ということを上で述べ九.

S = S(υ, V, U,,..., U,) ①

エントロピーも示量変数であるとしょう。すなわち、系を入倍すると、エントロピーも入

倍になるものと仮定する。

これを式で表すと、次のようになる。

S(入U,入V,入M ,...,入ハ4,)=入S(υ, V, M,..., U,) ②

つまり、エネルギー、体積、質量を入倍した系のエントロピーは元の系のエントロピーの入

倍であるということである。

これは、同じ平衡状態にある物体を接触させても,平衡状態が変化しない,という事実

に立脚し九仮定である.例えぱ,0゜C,1気圧,1リットルの気体を二つ用意して一緒にし

ても,2 リットルの 0゜C,1気圧の気体ができるだけである.これは,分子間の相互作用が

近距離だけにしか及ばない,ということによる.例えば,重力のように非常に長距離に及

ぶ粒子の系については,二つの系を一緒にすると,全体が新たに相互作用をしあうことに

なり,状態は一変する.

両辺を入で微分してから入= 1 とおくと、

湘南レクチャ

東工大

「非平衡系の熱力学」

・理・北原和夫

が得られる。一方、熱力学関係式より、

が得られる。さらに,この両辺を微分すると、

"

rds+sd7 = dひ十 Pdv+vdp一Σ(μ述U'+ Uψμ0
k=1

π

であるが、これと 7ds= du + pdv一Σμkdukを比較すると、
k=1

π

Sdr = vdp一ΣUkdμk
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が得られる。全体の質量を U =ΣUkとして、上の式の両辺を Uで割ると、全ての量か
k=1

単位質量当たりの量で表される。すなわち、S = S/Uは単位質量当九りのエントロピー、

Q = UVUは質量濃度、"= V/ハ4は単位質量当九りの体積、すなわち密度P = U/Vの逆
数である。そうすると、

⑨

k=1

となる。このように単位質量当たりの量で熱力学を表現しておくと、気体、液体のような

連続体を扱うときに便利である。というのは、連続体においては、それぞれの物理量の絶

対値ではなく、単位質量当たりの物理量が分布している系と見なすことができるからであ

る。同様にして、

η

と表される。

Sdr = udp 一ΣD ckdμk

2

(ニくニマ:1"、

rs = U + UP 一ΣDμkck
k=1

υ/Uは単位質量当九りの内部エネルギーである。U^

非平衡熱力学の基本的考え方

熱力学第二法則において、「孤立系の自発的変化はエントロピー増大を伴う」と言うと

き、変化の前後のそれぞれの平衡状態のエントロピーを比較しているのであって、その途

中の経過は考えていない。

ある平衡状態から新しい平衡状態に到るまでの過渡的現象をどのように記述したらよい

のであろうか。系全体は平衡状態には到っていないが、小さな部分を見ると、そこでは温

度、圧力などの熱力学的な量が定義できる、と考えられる。実際、日常感覚として、伺じ

物体の内部に熱い部分と冷たい部分があり、熱いところから冷九いところに向かって熱伝

導が起こる。

このように、系を部分系に分けて、各部分に熱力学的量を定義して、そこでの変化は準

静的過程であると見なすことにより、熱力学的量の過渡現象を記述することができる。

具体的に言うと、ギブス・デュエムの式

n

n

Ckdμk

⑦

は、部分系の熱力学的量の間の関係と、その変化分に対して成り立つものと考えるのであ

る。これを「局所平衡の仮定」と呼ぶ。

非平衡系として多成分からなる流体を考えることにする。流体の内部では、物質の流れ

が存在する。このとき部分系は物質の流れに起因する運動エネルギーを持つ。この運動工

ネルギーは流体の粘性によって内部エネルギーに変換され、流体全体としては、次第に静止

⑧
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してゆく傾向をもつ。このような粘性現象も熱力学の枠組みで記述するためには、上のギ

ブス・デュエム関係式を拡張して、物質の流れも熱力学関数として取り入れる必要がある。

我々は多成分からなる流体を考える。流体中の各成分は、それぞれ流速υkで流れている。

成分同士は相互に摩擦抵抗を及ぽしあって、同じ速度になろうとする傾向をもつ。

この流体のエネルギーを考えてみると、流れの並進運動の運動エネルギーがあり、さら

に、外場の中にあれば、ポテンシャルエネルギーがある。それ以外の、分子の内部運動の

エネルギーが内部エネルギーである。これらを全て足し合わせ九全エネルギーが保存量と

なる。

気体分子運動論の観点、からすると、各成分の速度わkは成分kの分子の平均速度であり、各

分子の速度はこの平均速度の回りに分布している。この速度のぱらつきが内部エネルギー

である。

いま、簡単化の九めに、外場は無いものとする。単位質量当たりの並進運動の運動エネ

A "1"゛
し合わせてΣDck^となる。し九かルギーは、各成分の連動エネルギーを足 つて、単位質

k=1

量当九りの全エネルギー e は、運動エネルギーと内部エネルギーと合わせて

と表される。 U は単位質量当九りの内部エネルギーである。流体全体としては、各成分の

流速の平均で運動している。その速度を

υ=ΣD ck町k^

k=1

と表す。これを「中心速度(balycentric veloC北y)」と呼ぶ。

各成分の速度と中心速度との差

Ib .・町十

(12)Ibk 一わk -17k

を「拡散速度(戯仟Usion velodty)」と呼ぶ。流体全体としては速度力で流れているが、そ

れとは相対的に各成分がWkという速度で流れている。

単位質量当たりの運動エネルギーをυとWkを使って表すと、

となり、 ujkの定義からΣ Ckwk

η

=0および

a4)

となる。第一項は流体全体としての運動エネルギー、第二項は「拡散運動エネルギー(

diHusiona11dnetiC 肌ergy)」と呼ばれ、全体の流れわに対する各成分の相対速度Wkによる
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運動エネルギーである。よって、単位質量当九りの全エネルギーは

と表される。

内部エネルギー U をギブス・デュエム関係式に代入すると、

が得られる。両辺に密度P=υ一1を掛けると、

e

となる。ここで、 pk

ピー、すなわち、エ

辺を微分すると、

Td(Pり+ P.dr

( 17)P- Pkμk

CkPは各成分の質量密度である。 PS は単位体積当九りのエント晢

ントロピー密度である。同様に、 pe は全エネルギーの密度である。両

ここで、ギブス・デュエムの式Sdr

を使って dPを消去すると、

が得られる。

( 15)

は拡散による質量の流れである。

注意すべきは、エントロピー密度の微分が、エネルギー密度Pe、運動量密度PU、質量密

度Pkの微分で表されていることである。これらは,保存量である物理量の密度である。保
存量とは、生成消滅しない物理量である。さらに、保存量の密度だけでなく、拡散流とい

う非保存量Jkの微分も含んでいる。拡散流は物質の流れなので、非保存量というと奇異に

聞こえるかも知れないが、保存するのは物質の質量であって拡散の流れは他の成分との摩

擦によって減衰する。

さらに、拡散流の定義から

仇炉一Σqd川に密度Pを掛け九もの那dr=dp一Σ央d央

Qの

π
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であるから、 JI,・・・,J九の中で九一 1 個のみが独立である。独立変数だ'けを用いて

と表される。ま九、ギプス・デュエム関係式は

とも表される。後で表記を簡単にする九めに、

ると、上の式は

となり、ギブス・デュエム関係式は

d(Pり デ如)ー(テ)'地・)

となる。一般にエントロピー密度PS が示量変数の密度 aiの関数であり、エントロピー密度
の微分が

d(Pり=ΣRdの (2の
1

と表されるとき、その係数 Rを「示強パラメータ(inteisive parameteT)」と呼ぶ。これを

具体的に表すと表のようになる。

μk μk
1御"1'
2

示量変数

?bk

エネルギ

Ibπ

r

・<'..)・士〆(巫)・0

(23)

いう記号を導入す

・ dJk

密度量(ai)

運動量

π

Uj -?b

質量

Pe

示強パラメ

?U -

拡散流

PU

(24)

[熱力学的力]
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エネルギー、運動量、質量などの保存量が輸送される現象をどのように考え九らよいだ

ろう力、

例えぱ、外界との問で熱や物質の出入りのない媒質の中に溶質分子が分布しているとす

る.はじめに,分布が一様でなけれぱ,時間力珠呈つにつれて拡散によって広がって一様な

分布になってゆく.これは,媒質を小さな部分に分けてみると,それぞれのところで溶質

の濃度が変化して行く過程である.

ここで,もし,はじめと終わりで系全体のエントロピーに差がなければ,自発的な濃度

変化は起こらない。エントロピーが増大するならば,自発的変化として濃度変化が起こる

いま、局所的な部分系で上のようにエントロピー密度が定義されていて、ある保存量の

隣合う部分系 A、 B を考え、それぞれの体積を Vとする。それぞれの部分系のエントロ

ピー S=VPS は保存量X =va の関数である。 A からB に保存量が△X = V△αだけ移動
し九とする。この変化の前後の局所平衡状態を比較すると、エントロピーの増分は

SA(XA 一△X)+ SB(XB +△X)- SA(XA)十 SB(XB)△S

となる。よって、第二法則から、△Xの移動が起こる九めには、対応する示強パラメータ

四にっいて、 FB >四Aでなければならない。すなわち、示強パラメータの大きい部分系の
方に向かって△Xの移動が起こる。

このことから、保存量の輸送を引き起こすのは、示強パラメータの空問勾配であること

が分かる。その意味で、示強バラメータの空問勾配は、輸送に対する熱力学的力と呼ばれる。

非保存量の場合は、示強パラメータFが正であれば、変化△a > 0 はエントロピー増大を

起こすので、不可逆過程として進行する。よって、非保存量については、示強パラメータ

そのものが熱力学的力となる。

以上を表にまとめると、以下のようになる。

(27)
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示量変数

エネルギー

密度量

運動量

示強ノぐラメ

Pe

質量

Pわ

拡散流

一般化され九熱力学関係式は各部分系が平衡状態を保ちながら状態変化し九ときに、変

化量の問の関係を与えるものである。「平衡状態を保ちながら」というとき、エントロピー、

内部エネルギー、温度、圧力等の熱力学的量が意味を持っような時間.空間のスケールで

流体の部分系を見る、ということである。後で、気体分子運動論のところで述べるように、

熱力学的量が意味を持っのは、分子間の衝突によって分子間でエネルギーや運動量のやり

とりが十分行われて、それらの分布が平衡分布に近い状態になっている、ということを前

提としている。このような時問・空間スケールで流体の部分系を見るときに、そこでの時

問変化と空間変化に対して、微分式で表された関係式が成り立っと考えるのである。従っ
て、次のように、読み換えられる。

タ

Pk

熱力学的力

Jk

▽一

一▽一

・N今)
Tbk 1ιナ

7

Ibk Tbπ

r

ここで、ナプラ▽は微分演算子のべクトルである。

従って、エントロピー密度の時問発展を見るには、エネルギー密度、運動量密度、

質量密度の時間発展を知る必要がある。

"δ(P司
(1)・1・

3 流体方程式

〔質量保存則]

いま、化学反応を考えなければ、各成分の質量は保存するので、質量密度Pkに対しては
連続の式

apk
ーニ+マ・(厭"0 = 0万「+マ'(厭"0 = 0

Tbk -?Uπ

・←,→

r

Ibk -?bπ

δJk

δt

r
・▽Jk -

μk δPk

7 δt

(28)

(29)

拡散流、
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でわkは成分 kの流速であり、 pkわkは成分 kが単位時問に単位面積を通過が成り立つ。 、ー、ー

する流れの強さを表す。この連続の式は、ある空問部分における密度Pkの増大がその空間

部分に流入する物質流Pk町kによるということを表す。電磁気学で習うガウスの定理を想い

起こせばよい。

物質流Pkわkは、中心速度でに乗って輸送される部分と拡散流に分けられる。

Pkで+ JkPkuk

123

質量保存則は

くこともできる。成分について和をとると、
π

ΣJk = 0 を思い起こそう。)、

▽・(P")= 0 (33)十

[一成分系の流体に対するナヴィエ・ストークス(Navier・stokes)方程式]

多成分系に対する運動量保存則を導く前に、一成分(九= D からなる流体についての運

動量保存則であるナヴィエ・ストークス方程式を紹介する。詳しいことは、流体力学の教

科書に譲ることにして、基本的な考え方を要約する。

流体中の小さな部分(「質量要素」と呼ぶことにする)の加速度がどのように表されるか

をまず述べる。

いま場所と時間の関数として流体の流れの速度υが位置アと時問t の関数として与えられ

ているものとする.流速"け,t)が与えられているとき、流れに乗0 て運動する質量要素の

位置を時間の関数としてR(t)=(X(t),y①, Z(t))と表す.この質量要素の速度は現在いる
場所における流速と同じであるから、

(3の

=1

▽・ Jk

全体と

d

」丑①="(丑①,t) (34)而丑①="(丑①,t)
d ,
とおける。さらに、加速度は速度一丑(t)の時間微分であるから、

=叩*(ー・→一,山一叫,ーー,0⑦一,山一叩,0

(32)

しての質量の保存則となる。(

となる。ベクトルを各空間成分で誓くと

(31)

k = P
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ま山.

である。

逆部分四と不可逆部分πとからなる。そうすると、運動方程式は

ヂ丑ヂ丑
運動する質量要素に対する加速度は^であるから、単位体積当たりの力はPーラ、"' dt2 ' pdt2
力は、流体の内部で相互に及ぽし合う応力である。応力はテンソル量であり、司

P (("・▽)"+万「)=一▽イP +Ⅱ)

δ

^(Pβ。+Πβ。)
δ之β

(37)

と表される。ここで、右辺はテンソルとべクトルの内積を表す。ここで、テンソル積の定

義を空間成分で表すと、

[▽イア十Π)]。 (38)

となる 0 ここで、α=ω,y,Z、β=エ,y,Zであり、二重に書いている記号は m,V,Zにっいて
和をとることに約束する。例えぱ、

a

^Pβ。 (39)
a工β

のことである。さらに、質量に対する連続の式を用いると、

Rり

すなわち、

δ

Σ ^P仏
aZββ =エ,y IZ

a(四)
ーごし+▽イPW)=ーマイP+五)一万1-+▽イPW)=ーマイP+五)

δ(P")
^十▽:r=0
δt

とも表すこともできる。 こ.く二'τ丁'、

T 三わ力+ 1)十a (42)

である。 Tは運動量の流れを表すもので、 r。βはα(= m,y,Z)方向に垂直な面を通して流出

する運動量(単位面積当九り)のβ成分である。
応カテンソルの第一項υυは流れに乗って質量要素が動くことに依るもので、「慣性応力 1

と呼ばれる。第二項アは静水圧であり、

1)= PU

と表される。 Pは静水圧、 Uは単位テンソル

である。粘性応カテンソル11は速度の空問勾配に比例するが、等方性流体では特に、

(45)Π邱=一η(・.十・」ーニδ。β(▽・"))ーくδ。β(▽・")

(4の

(4D

(43)
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で、η、ζは粘性係数と呼ばれる。となる。 、ー、ー

[多成分流体に対するナヴィエ・ストークス方程式]

多成分流体に対する運動量保存則も

(48)

125

と表されるが、運動量の流れτは

π

τ=υυ+ PU 十ΣD pkujkwk + a' (47)
k=1

となるものと考えられる。流体中の質量要素をどのように考えるかということによって発

展方程式が異なってくるが、ここでは、それぞれの成分の質量要素が与えられ九速度場わk

に従って運動しているものと考えることにする。そうすろと、一成分系のときと同様にし
δ町k

て、各成分の質量要素の加速度は("L▽)".+ なる。

それを見るには、時刻t における成分kの質量要素の位置を丑k(t)とすると、その速度は
d丑kd丑k
'="4丑.,t)り、それは位置丑kにおける速度場υkと一致している。よって、^であ

dt
である。さらにもう一回時問微分をすると、加速度が得られ、各成分の単位質量当たりに

働く力をFkと表すと、運動方程式は

(49)

となるのである。これと、各成分に対する質量保存則を組み合わせると、上の式は

δ(pk"0
研

と表される。この式において、成分kにっいて和をとっ九ものが中心速度わに対する方程式

となるべきものである。左辺の和をとると、

n (("、・▽)""+・.)= P'r"

となる。ここで、

(4の

Σ央ΣD pkuk (51)マj + U}kl P?j, P町k
^

1.= 1

,1

を用い九。これより多成分系の場合、応カテンソルrに付加項ΣPkwkwkか'加わることが
k=1

分かる。

問題は右辺の力rkはいったい何であるか、ということである。これがあまりはっきりし

ないので、以下のような仮説を導入して導こう。

π

(厭"だ"0十▽

+▽:τ=0

+▽:υ.υ. (5の

PkFk

π

▽←・☆,ー)
π
=

)
t

(

+
わa)

t

(
t(



[可逆部分と不可逆部分に関する仮説]

まずエントロピー密度の微分を、示量変数の密度αiの微分を用いて

d(Pり=ΣRdの (52)
ι

という形に表す。 Rは示強パラメータである。示量変数の密度のけ)に対して、発展方程
式が

という構造をもっものと仮定する。ここで、{OK",oj("')}は位置,、ーならびに変数の種
類 i、 jに依存する関数であり、

{0'(",0,(,')}=ー{oj(杓,0'け)} (54)

という反対称性をもっ。そうすると、右辺の第一項はエントロピー生成に寄与しない時問

発展を表すことになる。実際、全エントロピーの時問発展を見るには、全系のエントロピー

がエントロピー密度PS の空問積分であることを用いる。

1*Σ1{ψ),ψ')},,(・')一Σ1'"・←,心←')が(")
J

(55)

些・1聖",

ン■子

ΣΣ 11武け){0'(",oj(・')}Fjけ')d""'

+ΣΣ11武("ι力け,杓巳・け')d"d-
J1

ΣΣ 11R住){咲",oj(,')}Fjけ')d",'= 0

J

右辺の第一項は{0'け),町(,')}の反対称性により消える。

よって、発展方程式の第一項を「可逆部分」と呼ぶことにする。一方第二項は後で述べる

熱力学的力に対する線形応答に対応しエントロピー生成に寄与する。これを「不可逆部

分」と呼ぶことにしょう。

以上の仮説を導入すると多成分系の運動量密度Pkukあるいは拡散流Jk = pkwkに対する
発展方程式を導くことができる。

まず、多成分流体の成分kの質量密度に対する保存則

δPk
=一▽・(厭")一▽・ J' (57)^

(5の
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は

という形にま

示強パラメ

δP.("
研

であるから、

とめることができる。ここで、

タは、

1{P4",(P")け')}凡"(,')d,'

1{P*(", J*,(,')}FJ〆,')d,'+

かっ

とおけぱよい。

ρk、 pk,、 r、 ckなどは位置の関数としてあらわには書いてないが、位置アの関数であり、

▽はアについての微分演算子である。

[デルタ関数の微分]

まず、デルタ関数の微分とは何かを考える。一般に、滑らかな関数j(司に対して一j仏)δ←一が)

の意味を考えて見よう。デルタ関数は超関数であって滑らかな関数と掛けて積分するとき

に意味をもっ。もうーつ滑らかな関数g(司を掛けて積分する場合、

jh'g(め一j(司δ←一釣

のなかで一f(司は積分変数がとは独立であるから、
、主/、

1此圃テハ"地一め*房(ル)1此(め地一吟)・,-q("中))(岡
//,,

・πf(が)δ←一ゞ)の意味を考えてみよう。別の関数g(吟を掛けて積分するとなる。次に、

と部分積分により、

Ih'g(吟・ワj(.')δ←一め

[g(吟j(.')δ←一め]11器伽一lh"三臼11八.')δ←一め(63)
-g'(りf(カ

凡"("

{P.(",(P")け')}=▽P*rδけー,')

{P4"), J*,(,')}=▽P",フ(δ肌,-0*)δけ

υ

フ'

エントロピ

四J'("

密度の微分式(2.39)より右辺の

Ibk - Tbπ

r

(58)
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これは、ナヴィエ・スト

を意味する。以上のよう

直してみよう。

[再びナヴィエ・ストークス方程式]

運動量密度に対する発展方程式は以下のようにまとめられる。

クス方程式の可逆部分に F' ^

な観点、から、多成分系に対するナヴィ

P ゜=士1{(四。X",P*け')}凡'け')d,'
k=1

+ 1{(ρ"。)(",(ρ如)(,')}F。,,け')d,'

十 1{(ρ"。)(",(P.)け')}四。.("')d,'
π一1

+乞 1{(ル。)(", j*β(,')}乃加け')d,'
k=1

+1ι〆。,川け,ー)Fルけ')h'

十 I Z,〆。,。.け,"')ヂ",.("')d,'

a ,
P*T^δ(,ー,')

(P町r^+^円。→δけ一門
a ,

P。β)^δ(,ーー)
δ乞β

r (j郎万牙一+δ。β▽・J→δけ一門

ーーに比例する項が現れること
r
エ・スト

で可逆部分については、右辺の第一項については、前に与えられており、空間成分でL.、ー

書くと、

(78)

{(ル。X", P'(ー)}

と表される。第二項以下については、

{(P"。)(",(P如)("')}

{(P"。)(",(Pりけ')}= T (P而。β+

{(P"。)佃, J郎("')}

とおけばよい。 で、テンソル四は司逆部分であり、、ー、ー

クス方程式を見

129

実際に可逆部分が再現するかどぅかを見てみよう。それぞれの項を計算すると、以下のよ

うになる。

(フフ)

(72)

1((凡)(",加')り。'(佃'*一ψ一(垂)

π

(73)

(フリ

Σ
司
+UP四 kWWP

)
)

(
(



1{(P"。)(",(P"β)(,')}F,,。け')d,'

←g-・一凡→(・→

-P如r万'子・(デ)一万一(P"0"β)

1{(四。X",(Pりけ')}1ン。("')d"'

フ(P.δ0β十 P。β)万1-(デ)

η・r(チト見ずー(→

1{(四。)(", j郎("')}乃如け')d,'

となる。微分形のギブス・デュエム関係式は部分系における任意の状態変化にっいて成り

立っものであるから、空問変化にっいても成り立っものとする。そうすると、

δ(円0)の可逆部分を足となる。これより、
研

(一万f),剖=ー・πテ丘歪・+P。g弓(ー)-r乞▽・(J.ご没'ニー竺)ーフー(→(鋤
となることがわかる。一方、

(79)

また、

π一1

ΣD Jk(wka - Wπα)=ΣD pkujkwka + JnWπα=ΣD pkwkwkβ

であるから、可逆部分は

k=1

(8の

し合わせると、

山一(・・ーニー)*0

n-1

一▽

(81)

k=1

Pδαβ+ΣD pkwkawkβPαβ

δ(P"。)

retl

π

k=1

(82)

九

k=1

a(PU。υβ)

a工β
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となり、結局、ナヴィエ・ストークス方程式の可逆部分を再現する。

次に不可逆部分を見てみよう。不可逆部分に現れる係数を

δδ,
ι卯。,。,,け,,) 一万'1-C⑩,卵万「けー,')

a δ,
ι。,。,。.(",,) 一万'子、C血,,万1一けーア')

^

とおく。デルタ関数の微分が現れており、

であることと関連している。

とおくと

(93)

(87)

(88)

特異な形をしているが、これは運動量が保存量

、 ナヴィエ・スト

という形になり、

1'"。,,。け,市,,け')-1■"。,。.け,"')L(,')が^

Π。β=一η(・.十一"t -一δ。β(▽・"))ーくδ。β(▽・扮
は等方性流体の粘性応カテンソルである。

〔エネルギー保存則]

次にエネルギー密度にっいての発展方程式を求めよう。これも可逆部分と不可逆部分と

からなる。

クス方程式の粘性項を再現する。

P =1{(P.)(",(P"。)(,')}四卯。け')d"'
π一1

+父 1{(P.)(", j版(,')}乃'。け')h'

+ 1ι。.,卯。け1')四円。け')d"'

+ 1ι。.,〆け1')Fル("')d"'
と表される。可逆部分にっいて、{(Pり(",P'("')}という項は現れない。なぜなら、質量保
存則において{ρ*(",(Pりげ)}= 0 であ 0 たからである。すなわち、

{(P.)(", P*け')}=ー{P.(",(P.)け)}= 0

aΠβα

δmβ

(89)

(9の

(9D

(92)
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となる。{jh(", j',β(,')}にっいては、 反対称性をもつように、

{j'。(", j.,β("')}

とおく。確かに、

(広.・ON・,・ー・0',ー・.。→玲・"

+(j鄭r(δ肌,-00^- j郎r^0→δ(,ー,')

となる。

こうして、拡散流についての発展方程式が得られる。

ー(▽・")J.ー(JL ▽)"

{Jj、。(", j郎(,')}=ー{j*,βけ'), J加け)}

この式は複雑であるが、拡散流に対する総和則ΣJk = 0 を満九している。右辺の第一
k=1

項、第二項は対流町が存在するときの拡散流の加速を表す。第三項、第四項は拡散流に起

因する応力による加速、第五項は化学ポテンシャルの勾配すなわち濃度勾配による加速で

ある。

不可逆部分にっいては、拡散流に対する駆動力lh に比例するものとする。

π一1
ajka

1ιh。,,印け1')乃印d"Σ^
kl=1

(111)
IrT

ι.'。,,',。け1')=ι妖,δ。βδ("ー"')

(108)

となる。そうすると、

δJk

11'下

叉7 ・ 1UjlUナ 1

(109)

η

、ー、ー で、行列

ιkkl
Iukl

(11の

Akkl

TU,

r

(113)(、一→

ιkk,Ak゛k"

r

一γkkl

一▽

ιkk"Ak"k,

玲4

ツkk,Jk'

r

(112)
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を導入し九。

上の^に対する式は、従来の拡散方程式を拡張し九ものになっており、対流わが存在

し、かっ成分の間に相互に抵抗を及ぽすような系において、拡散流Jkが減衰してゆく過渡
的現象を記述できるようになっている。

対流が存在せず[わ=田、かつ拡散速度Wkが小さく、ま九拡散流が定常的である[
aJk
田という状況では、

恍

ツkk,Jk, (Ⅱ4)

となる。すなわち、拡散流と化学ポテンシャルの勾配が比例関係になる。拡散が化学ポテ

ンシャルの勾配によって駆動されるというのは、過渡的状態が終わって定常状態に到達し

てからであることに注意しょう。

[内部エネルギー密度に対する発展方程式]

以上の結果をもとにして内部エネルギー密度

に対する発展方程式を求めてみると、次のようになる。

δ(P司
+マ(J。+ PW)δt q

-Pマ・わ一 11:▽υ^

Σ1》 P、,▽(だ左ι
となる。左辺の第二項は内部エネルギーの流れが熱流J と流体の流れで運ぱれるエネルギー

PUυとからなることを示す。右辺の第一項一P▽・υは体積膨張によって部分系が外に仕事を

して内部エネルギーを減少させることを表し、圧力と体積膨張速度との積になっている。

右辺第二項は粘性によって生じる加熱である。右辺の第三項は、拡散が定常状態にあると

きにゼロとなる。第三項が無い場合が通常の教科害にある内部エネルギーの発展方程式で

ある。上の式は非定常の過渡現象をも記述する。

訟畔畍幌託、紅和加噸Σ叫・ルⅣ(竺)1威"肋禅酷卸、
だけ動くときの内部エネ

η一1,1

際にはW'の定義からゼ0 である。第三の項ΣW'・Σツ妖,J",は拡散流の問の内部摩擦に
k=1 kJ=1

よって拡散流の運動エネルギーが内部エネルギーに転化する過程を表す。

ルギーの減少を表す。第二の項士W、・トT 士ル▽(塑)1は実

(H5)

(11の
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つまり、拡散の定常状態は、拡散流によって失うエネルギーと内部摩擦によって得る工
ネルギーとがバランスしたところである。

[エントロピー密度の時間変化]

非平衡系に拡張され九エントロピーの微分式

は部分系における任意の変化にっいて成り立っものであるか

δ(Pり 1δ(Pり"a(P")"風δP*
0.ーデ1.ー・ーー・士一r

が成り立つと考えてよい。

136

という形にまとめられる。ここで、 JSはエントロピーの流れであり、

(12のJkS q

と表される。右辺の第一項は熱流によるエントロピーの移動であり、第二項は流れに乗っ

て物質と共に運ばれるエントロピー、第三項は拡散によって移動するエントロピーである。

0[S]はエント 0 ピー生成を表す。

恍 r δt 恍 r 恍
k=1

右辺の各項に上で求め九発展方程式を代入すると、

δ(Pりーごし+▽'. J'= 0{S]

Ibk -?b九

(123)

7

ら、 PS の時間変化に対して

Ibk -1b九δJk

Ib .ー?b

と表される。ここでも、拡散が定常状態にあるときには、

dJk

心]*,。ヤ(→ータ(・→

となる。

[熱流と拡散の相互作用]

(117)

ー、(.)心、Ir,'

"(ート品ゆ

aJk

IT丁

心]・,.・寸→,0タ(・→・士み・寸竺)

各成分の間の相互摩擦だけを考えた。ま九、熱流も温度勾配

と考えた。しかし、一般には熱流と拡散流は互いに影響を及ぽし合うこ

とが知られている。温度勾配の効果も加えて

(118)

(119)

( 121)
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Ibkl -1Uπ

r
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と害くことにする。ま九、熱流についても

、ー、ー

定する。そうする

(.)寸ト゛)・0■"゛)1・■、,・ー゛)

-Wール.0(ー)

よって

0 かつ、対流が無くわ

Ibk -10π

7
に比例する項がある。

ι。k
r

0、ま九 W1が無視できるという状況を仮

Ibk -1bη

移項して

-r

(127)

次に、両辺に行列 A の逆行列を掛けて、 Jk = pkwkを求める。逆行列を構成するには、

π一1

ΣD (δkk・- ck・)Ak,,k,=δkk, (128)

,Σ('",・叩ル,(塑)
kl=1

ιkk'Ak'k,,・」竺= r Σ(δkk,- ck)pk,▽(^)一ιk.▽(ー)

という性質に注目する。

π
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(124)

π^1 π

kl=1 kⅡ=1

み・士'",0(・告トム.Uテ)
となる。これを

(13の

という線形応答の形に表すことができ、その係数は以下のようになる。

C妖,= 7P"((ιA)一勺厭"(δ肌"-0'")P',T= rp'[(AιA)一勺欣,TP"C妖,= 7P"Σ((ιA)一勺厭・(δ
k"=1

九一1

C屈= rp*Σ[(ιA)一勺肌'ι統

a25)

kl=1

( 131)

(126)

でも

kl=1

+ιk,.▽制 (129)
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拡散流が化学ポテンシャルの勾配と温度勾配によって駆動されることが分かる。次に、上
の式を熱流の式に代入すると、

となるから 、

となり、係数は、

これも線形応答の形に書くと、

C.. 入

C肌

となる。

これらの係数にっいてその対称性を議論しょう。 J は熱流であり、エネルギーの流れで

ある。エネルギーは時間反転に対して不変である。一方、拡散流J は時間反転に対して符

号を変える。よって、次節で述べるオンサーガーの相反定理により、ι永=一ιk となる。

これより、 C肌= ck.が導かれる。また、ιkk、が正値行列であれぱ

ι飴(ι一')厭,ι',.之 0一入C

-r

ι肌(ι一り欣,ι.,.

ι肌,(ι一1)k,k,,(δkk,'- ck")pk =ーフΣ f(1,A)-1]kk,ι.k,pk

であることが分かる。また、拡散に対する輸送係数C妖,にっいても、 ckk,

より、これも正値行列であることが分かる。

J-

4 オンサーガーの相反定理

上で見九ように、熱力学的力と不可逆過程とを結びっける係数は対称性をもっている。

都鄭徒棚■祉*、難ル加加心肱加N(→酎畔"ルーゆ

(132)

η一1
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そして、 C.。> 0、 ckk > 0、 ckk'= ck'k、 C。k
変化速度の不可逆部分と熱流の間に、

r

という線形関係があって、ιkk,は正値行列、λ> 0、さらに、ιkk,=ιk,k、ιk.=一ι.k とい
う対称性をもつことに起因する。

また、ナヴィエ・ストークス方程式に不可逆部分である応カテンソル五ならびにエネル

*一湘.一吹勤兆加(ーー)、0(→ゆ卿歌.■嫌"網部那叱
を見九。

Ck.という性質をもつ。これは、拡散流の

ξ*一ξ,
ι。k^

ここでは特に、輸送係数C。β,而、 C。β,い C。,βい C。.βの流速依存性に注目しょう。流速を反
転したときに、係数は以下のような対称性をもっ。

Zンkk、

これらの対称性は、運動量が時間反転に対して反対称であり、エネルギーが時間反転に対

して対称である、ということに基づいている。

現象論論的発展方程式か

( 137)

と表されることを既に見た。このように一般に、ある物理量の組α=(α1,
エントロピー Sがaの関数であるときに、系の時間発展が

ーー+

(141)
J j

で与えられるものとする。ここで、{X,y}は力学におけるポフッソン括弧のように、{X,y}

ー{γ,X}という反対称性をもっ。さらに、任意の関数 j仏上・・・,OD に対して

{軌, j}=Σ{0力 (142)

(138)

J

( 139)

J

(Hの

139

あって

^ )
1
 
一
r(+

πξ

ー
ー
k
 
1
 
ー

π
 
k

一
=

kξ

)
1
一
r(▽入

k

t

δ

q
J

1

)
1
 
一
r(工

Σ
a
 
t

d
d

)
1
 
一
r(

j
山
δ
a

弓

J

}Jα

υ

α

r

可

υ

)(
β
υ

C
 
a

)(
 
t

可

αβ

α

α

j
e

Π

1

アdr )アア(J

α{

1
ι1Σ

S
 
a
J

δ
a

ι

JJ

Σ+
西

Sa



という演算を仮定すると、現象論的発展方程式を

(143)^

と表すこともできる。いずれにせよ、これは非平衡な初期条件から平衡への緩和を表す。与

えられた初期条件a(t

となる。

平衡状態においても、物理量α=(0上・・・,0,)は揺らいでいる。例えば、図のように揺ら

いでいる。九ま九ま、ある時刻にα(t。)=αという値をとっ九として、その後の時間発展を

観測する。α(t。+t)は初期時刻t。によって様々な値をとるが、それらの平均をとっ九もの
は、現象論的発展と同じになると仮定する。すなわち、初期条件a(t。)=αが与えられると、
短い時間では、平均的に

0'+t({0',S}+Σι'j-フ)+・・・(145)<0'(to + t)>α('。)*α

となる。これを除泉形減衰の仮説」と呼ぶ。平衡状態における揺らぎの時間相関関数仏Kt。+

t)0.(to)>を求めるには、仏'(to + 0>a('。).αに初期値 0"(to)= 0*を掛けて初期値 0*の分布に
ついて平均すれぱよい。

<"'('0 一り叺UO)>,*<<0'UO ーリ>ー、〆り, (14の

よって、(2.158)を用いると、 t 塗 0 に対して

の= aに対して

as

{碕,S}十Σι力ー

咽・一←,小シけト

となる。

<0'(to + t)0'(to)>四=<0'畭>四十 t

[平衡状態における揺らぎに閧するポルツマン・アインシュタインの原理]

一般に平衡状態においてaは揺らいでいるが、その実現硫率はes(αソk.で与えられる。よっ

て、 0の関数 f(α)の平均値は

a44)

で与えられる。

a48)

(く仏,S}吋四+Σι、<一畷>四)

この原理を認めると、

(H9)

q(0)>,* 1血.・・・1血,j(0).印"0

<一→・ル.・・・ル,・・"'ー・δaJ四 aaj

(147)
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と表される。部分積分により

Idal・・・ jda,e B^ak = kB ldα1・・・da,^ak
(15の

-kB ldal・・・ da,e / B^=-kBδkJ
となるので、

<ψ0,り"*eo)>,*く叩り,一■(<{0',■}吋,- k.δ") (151)

do'、.ソ,、、、、、ー,、、、、{の,S}はー'の可逆部分である。平衡状態では、任意の関数は時問変化しないからi, dt ""'」'

<{j(α), S}>四= 0 a52)

とおく〔この式はこれまでの現象論の範囲では証明できないので、仮説として導入する]。)

を与える。 j(α)= 0'""とおくと、

ιki

が導かれる。

まず、いくつかの場合に分類して考えよう。

変数αいαkが共に時問反転に対して対称である場合

<0'(to + t)畷(to)>四

である。さらに平衡状態の定常性より、

仏'(to - t)畷(to)>四

<{0力 S}00四=ー<0'{0', S}>四

(15の

とおける。すなわち、

仏'(t0 十 t)畷(to)>四=仏'(to)畷(t0 十 t)>四=仏'(to)0'(to + t)>四,

となる。線形減衰の仮説を導入すると、

く叩0・。,■{<{0"ゞ}吋,ー'.'.り*<ー>,,■(<{畭,ゞ}0'>,一柘'"')

となる。これが、成り立つ九めには、

<{ob s}畭>四=<{0*, S}0'>四
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(157)

仏'(to - t)畷(to)>四

かっ 、

仏'(to)04t0 十 t)>四

(153)

(158)

(154)

ι.k

a55)

t > 0

(159)



が満たされなければならない0 前者はく{0',S}0り四=ー<0'{0島S}>.と組み合わせると、
<{ob s}0り四=<0'{似,S}>四= 0 となる。要するに、 0ハ 0'が時間反転に対して対称なら
ぱ、その時問微分{obs}、{obs}は時問反転に対して反対称となるから、対称な変数。い
akとの積は平衡状態でゼロとなる。

Π時問反転に対してαiが反対称、 akが対称の場合

時間反転に対して

である。

仏'(to +り0.(to)>四

さらに平衡状態の定常性より、

<0'(to - t)畷(to)>四

とおける。すなわち、

<0.(to + tル(to)>四=ー<0'(to)0*(to + t)>.中

に対して線形減衰の仮説を導入すると、

く叩り,,'{<{0','}吋,一給4→*ー<叩">,ー'{<{0、,■}"'>,ーぬ'→
となる。これが、成り立つナこめには、

一仏'(to - t)"'(to)>四

が満たされなければならない

仏'(to)0*(t0 十 t)>四

-0

この様にして、変数が同じ時問対称性をもっときには、ι永=ιkiであり、反対の対称性

をもつときは、ι永=一ι版となる。さらに時問反転に対して反対称な外部パラメータBに

依存するときには、それぞれ、ι永(B)=ι反(-B)、ι沃(召)=一ι反(一召)となる。
例えば、 Bとして、磁場H、速度場υ等が考えられる。粘性応力に関する対称性は速度場

町を含む。

5 非平衡開放系の熱力学

これまでは不司逆部分は示強パラメータ Eに比例する場合に限定してきた。これは、平

衡状態に近い場合であることを仮定している。外界との接触を変えて非平衡性を強め九と

きに、どのようになるか。

0

(16の

t > 0

(161)

〔非平衡系の発展の方向〕

(162)

(163)

(164)

142

kι1



を扱っていることを境界において、温度の異なる熱源に接触している系を考えよう。

成分系とし、質量流も無いものとする。内部エネルギー密度に対して

δ(P司
+ divJ = 0

が成り立つ。熱流J は温度勾配によって与えられる。

いま、簡単の九めに、入

とおくと、熱方程式

が得られる。さらに、一次元系とすると、

^^

となる。両端の温度を固定すると、最終的には、温度勾配一定の状態が実現する。

定常状態への接近を熱力学的に考察してみよう。エントロピー生成速度は

"r'とおき、"を定数とみなすことにする。また、 d(P司

κ▽2r

-J

であり、これは温度勾配がある限り正である。つまり、エ ントロピ

る。系全体のエントロピー生成速度の時問変化を見てみよ

である。温度rが乞のみに依存するものとすると、

a65)

と表される。

(166)

Cvdr

(167)

P = 10[S]dv ="1(▽乃発V

この時間微分をとると、

dp

(168)

a69)

は常に生成されてい

dt o a之δtaω

ι araar

ιδ2rar

】。δ工2δt

・川tH御'0

(17の

(171)
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となる。ただし、境界条件として温度は固定されているとする。

(173)

これより、エントロピー生成速度自体は減少して行くことが分かる。よって、最終的な定

常状態は、エントロピー生成速度極小の状態として実現するのである。

上の不等式は、熱流と温度勾配との問の線形関係と比熱の正値性とを基礎としている。

平衡から遠く離れて、流れと力との問の線形関係が破れると、この原理は成り立九なく

なる。そのことは、単調に定常状態に向かわない、ということを示唆している。

実際には、流体の場合、温度差が大きくなると、物質流[対流]が発生する。なぜなら

ぱ、温度差によって、上部の流体よりも下部の流体のほうが熱膨張によって軽くなり、浮

力を生じる。浮力が粘性による流速の減衰に打ち勝つと、対流が発生するのである。

δr ar

万子(0,り=万「(ι,り= 0

6 オンサーガーの変分原理

オンサーガーの原理は、非平衡状態をエネルギー散逸極小の原理から決めようとするも

のである。

まず、不可逆過程の進行する速度をノkとする。つまり、ある示量変数 akの時間変化を

dak
jk (174)

と表す。ここで、司逆部分があらわに出てこない場合に話を限定する。 jkは平衡状態から

のずれを表すものと考えて良い。不可逆過程によって単位時間当九りのエネルギー散逸の

速度を温度で割っ九ものを「散逸関数」と呼び、

によって定義する。

ロピー生成速度は

と表される。

(熱力学的力)と変化速度の積の形に表される。

オンサーガーは力Fが与えられているときに、変化速度Jが変分原理

Φ(J)- S(J, r) Inlnln〕uln^

で決まると考え九。確かにJについて変分すると、

一方'、エントロピーを示量:変数α1,α21

ΣD FkjkS

k

δS _
Fk =^は示強パラメータである。 エントロピー生成速度は示強パラメ

δa .

(178)=R

が導かれる。ではどうしてこのような変分原理が成り立つのであろうか。変分原理という

のは変分関数を最適化することである。何が最適化されているかは興味ある問題である。

,α,の関数とすると、 エント

(17フ)

(175)

(17の
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