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Abstract

ハミルトン系の時間発展の特性であるシンプレクティック性を厳密に保存する数値解法をシンプレク
ティツク数値積分法という.この積分法を使うとエネルギーの誤差が単調には増大せず,系の長時聞の挙
動を問題にする時の数値解法として都合が良い.その数理的諸性質について述べる.

1 はじめに

1.1 微分方程式の数値解法

ベクトル変数.=仁上々,...,.,)に対する微分方程式系

d之
f(カ ①^

dt

が与えられた時にその解(近似解)を数値的に求めることを考えよう.時刻 t=0 での初期値Z に対して

十分小さな時間,後の近似解がを与える写像がが=ψ仁,カ,の形で求まれば,これを繰り返すことによっ
て t=フ,27,3デ,...,πT での近似解が次々と求まっていく.ここで7 は通常ステップサイズ(刻み幅)と呼

ばれる小さな数である.考え得る最も簡単で原始的な方法は方程式(1)の微分dvdtを差分(y一力hで置
き換えて得られる

之'=ψ(Z,フ)= Z + 7f(司 ②

なる写像を用いるものでオイラー法と呼ばれる.このオイラー法は真の解のテイラー展開

③

の,の 1次まで一致するので,1次の解法であるという.もし写像が=ψ(.,"が真の解のティラー展開
(3)の7"の次数まで一致すれば,それはπ次の数値積分公式(数値解法,数値積分スキーム)と呼ばれる.

実際,解のティラー展開のπ次の項までを直接計算することで常にπ次の数値解法が得られるが(ティラー

展開法),関数f(りの高次の微分係数を書き下し,それをプログラムすることは困難なことが多い.よく
使われるルンゲ・クッタ法は次々と

kl = 7f(Z), k2 = 7f(Z 十為1/2), k3 = 7f(Z + k2/2), k4 = 7f(Z + k3) ④

で定義されるべクトル k,,k2,k3,k4を計算して,最後に加重平均

一佳ト;(制イ儲ト・
フフ

.+が(カ+-f'⑦j(カ+ー(f"仁)j仁)+f'仁" f化)+

⑤

をとることによって 1ステツプとするものである.(5)式の右辺を,で展開すれば解のティラー展開(3)の,
の4次まで一致するので4次の数値解法であると言える.そして高次の微分係数の計算が不必要であると

いう利点がある.

、本稿は最初1993年中に朝倉書店から出版される予定だった単行本(論文集)のために準備したものである
加,更新できる参考文献以外にはその後の進展については触れられていない
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図 L 調和振動子の方程式の真の解曲線(単位円)とオイラー法による近似解(フ=0.1)

1.2 調和振動子の例

これらオイラー法,ルンゲ・クッタ法などの汎用数値積分法を保存力学系であるハミルトン系に適用す

ると,数値解法自身が原因となって発生する見かけの励起,減衰が起きる.例としてハミルトニアン

H ='(V2XP'+ず)

で記述される一次元の調和振動子を考えよう.運動方程式

血 仰
⑦-P -q^

dtdt
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0

である(角度下の回転)

0.5

すなわち

1

(1の

を与えるがこれは上の厳密解(8)をアの 1次まで近似したものに他ならない.図 1はt=0 で(q,P)=(1,の
なる初期値を与えた時の真の解曲線(単位円)とオイラー法で生成される近似解の点列を描いたものであ

る.このオイラー法によれば各ステツプごとに本来保存されるべきエネルギーの値は(1+72)倍される,す
なわち

(pn + q'り=(1+/XP'十 q') (11)

1.5

一方,オイラー法(2)は写像

2

(翻)七續,翻)(器)

q = q
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なることがわかり,結果としてエネルギー値は無限に増大する(見かけの励起).一方,4次のルンゲ・クッ

タ法(5)は写像

(9)

(1)・ C () C)

7q
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を与え,今度は逆にエネルギー値の単調な減少

)(P'+ q') (13)

が起きる(見かけの減衰).このような数値計算法が原因となって起こる見かけの励起,減衰は長時間にわ

たる数値積分の結果の信頼性を著しく損なうことは明らかであろう.それゆえハミルトン系に対しては汎用

でない何か特別の専用数値解法が適用されることが当然望まれる.

13 ハミルトン系の性質

ここでハミルトン系の一般的性質について復習しておこう.時間t をあらわに含まないハミルトニアン

H(q,P)に対するハミルトンの方程式

dq oH dp 0五'
(14)^ ^

,

dt δP dt δq

の任意の時刻間の解の時間発展(q,P)→(q',プ)に対して一般に次の二っの保存則が知られている.まず6)
エネルギー値(ハミルトニアンの値)が保存される,つまり

a(q,P)= H(q',P') (15)

次に,(ii)写像(q,P)→(q',P')はシンプレクティ"ク変換(正準変換,シンプレクティック)となる ,す

なわちシンプレクティツク形式仰<dqが保存される

dP < dq = dP1 <dql (16)

この条件(ii)は自由度が1,つまり2次元写像の場合には面積保存の条件

シンプレクティック数値積分法の歴史1.4

シンプレクティック数値積分法の研究は主として3つの独立なグループによって始められた.第一のグ

ループは北京の Feng およびその共同研究者で,母関数にもとづく陰的 6mplicit)なスキームを開発した.

F即gand Qin (1987,1991)はその成果のレビユーである.この陰的解法は後に Chann.11and scov.1(199の
によって応用された.第二のグループは San乞・serna(1988)およびLasagni(1988)の研究に始まる.彼らは
独立に古典的な4次のルンゲ・クツタ法(5)の自然な拡張である陰的ルンゲ・クッタ法がシンプレクティック

(変換のヤコビ行列式が1)と同等である.先に述べたのオイラー法やルンゲ・クッタ法は一般にエネルギー

値を保存しないは'かりか,シンプレクティック形式をも保存しない数値解法である.

そこで真の解軌道が持っ①丑=ω那t.及び(ii)dP<dq=ω加t.なる 2つの保存則を受け継ぐ数値
積分法を探すことが当然期待される.残念ながら G.釦d M.那d肌(1988)によれば,一般の解が解析的に
は求められない積分不可能なハミルトン系に対しては期待される積分法は存在しえない.その主張の理由

はもし上の2つの保存則を持っ数値解法が=ψ化,,)が存在すれば,それは真の解そのものに他ならない
ということである.

そこで妥協策として2つの保存則のうちのーつを満足する数値解法を求めることを考えよう.エネルギー

値を各ステツプごとに厳密に満足する解法についてはは以前からたくさんの研究があり,本稿では触れな

い.例えば,1tohand Abe(1988,1989)を参照のこと.一方,シンプレクティック形式を厳密に保存する

数値解法をシンプレクティツク数値積分法(sympl.dk 1址08地to0 と言い,以下でその作り方および性質
について詳細に議論することにする.

70

(17)山1.【聖11 司.

+
6

7

1
1()

2
q十

2
P(



となる条件を見つけた.その結果ガウス・ルジャンドル型のルンゲ・クツタ法(Dekkerand verwer,1984)
と呼ばれる一連の解法がシンプレクティックとなっていることが示された.そのなかで最も簡単なものは陰

的中点法として知られている.第三の研究グループとして Ruth(1983)がH = T(P)+V(q)なる形のハミ

ルトン系に適用できる陽的(oxplidt)なシンプレクティツク積分法の構成法を提出した.このアイデアに

沿ってより精度の高い高次の積分公式がF0鵡武(1987), Nai(1988), Y0血lda(199の, SU卯ki(1990,1992)ら
によって示された.次の2つの章では以上の陰的,および陽的なスキームについて,より詳しい説明がなさ

れる.シンプレクティツク数値積分法の一般的なレビューにっいては Sanz・serna (1992), scovel(1991)な

どを参照のこと.

2 陰的(imPⅡdt)スキーム

2.1 母関数による方法

混合変数の任意の微分可能な関数 W=W(q,プ)に対して,関係式

aw'aw

(18)P , q ^

西 apl

によって陰的に決まる写像(q,P)→(q',P')はシンプレクティ"ク写像(正準変換)となることが知られて

いる.例えぱゴールドスタイン(1984)を参照せよ.関数 W は母関数(Eeneratingfunction)と呼ばれる.
特にハミルトン系(14)に対しては

とすれば(18)は
δa aa

(2のq十T^, P =P-Tq ^

となるが,これは1次の陰的なシンプレクティック積分法と見なすことが出来る.実際Pとプの差は丁のオー

ダーだから(2のが解のティラー展開(3)と,の 1次まで一致することは明らかであろう.2次の積分法を得
るには母関数として

W(q,P')= qp'+,H(q,P')+げ/2)Hプa, (21)

を採用すれば良く(H,.=δH/aq,ok.),(18)から陰的なスキーム

q'= q十,Hが+げ/2)(aプ,,a'。+ HがH,,。)

P'= P-,a。ーげ/2XHプ,Ξ,十aプa卯) (22)

を得る.より高次の積分公式(π> 2)も同様に写像(q,P)→(q',P')が真の解のティラー展開の,"のオー

ダーまで一致するように母関数W(q,P')をうまく選ぶことによって得られる.(2の,(22)などは与えられた
(q,P)に対してニュートン法などの反復解法によって(q',P')が数値的に計算される. F即g 肌d Qi"(1987)

は 4次までの母関数 IV(q,P')と対応するシンプレクティツク積分公式を得た.また ChanneⅡ and scovel

(199のは両者を 6次まで求めている.また少し別の意味での母関数による積分法も開発されている.これ

にっいては Sanz・serna (1992)を参照せよ.

2.2 陰的ルンゲ・クッタ法

一般に微分方程式系(1)に対して,古典的な 4次のルンゲ・ク、"タ法(5)の自然な一般化である'段の
ルンゲ・クッタ法(一般には陰的解法)は次のように定義される.まず与えられた Zに対してべクトルん

を連立代数方程式

(19)

(23)

W
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(i= 1,...,'),の解として求める.そして写像.→がを

Z'=之+TΣ二bjk (24)^

j=1

によって決める.ここでαりおよびbj はスキームを特徴づけるパラメーターである. ai・およびb・を S+1
行'列の行列として表した,いわゆる Bukha表と呼ばれるテーブルがこのルンゲ・クッタ法を表現する

ためによく用いられる.特に全てのisjに対してαU =0 ならば陽的な解法となることに注意しよう.パ

ラメーターαij 及びbj はωd町⑳ndiu0那と呼ばれる一連の条件式(パラメーターが満たす代数方程式)

から決定される.この条件式も(24)で与えられる写像.→がが真の解のティラー展開の,の希望するオー
ダーまで一致するという要請から導出される.

今,(1)をハミルトン系(14)としよう.この時,一般のルンゲ・クツタ法に対して写像(24)はシンプ

レクティツクとはならない. sanz・serna(1988)および工asagni(1988)はパラメーターαij および bj が次の
条件

U'j ●= b'0'j + bゴ0j'- b'bj = 0,(1 S i,j s ') (25).^

を恒等的に満足するなら,写像(24)はシンプレクティツクとなることを示した.条件(25)が満足されるの
は陰的解法に限られ,古典的な4次のルンゲ・クッタ法(5)などの陽的解法では決して満たされないことに
注意しよう.

条件(25)が満足される最も単純な場合は 1段解法('= 1)で^

1
, bl = 1 (26)α11 ^

3

の場合である.この時

T(P)+ V(q)

あるいはーつの式で

となるが

2段法(S

(2の
亙

があり,4次の解法となっている. PUⅡinandsa仟man (1991)はこの4次の陰的ルンゲ・クッタ法を 4個

の渦の運動の数値解法に応用して良い結果を得ている.以上の(26),(29)で与えられる陰的ルンゲ・クッタ
法はガウス・ルジャンドル型のルンゲ・クッタ法と呼ぱれる族のなかで最も簡単なものである.一般に.段

のガウス・ルジャンドル型は 2S次の解法となっており(Dekkerand vewer,1984)安定性に優れている.ガ
ウス・ルジャンドル型でない陰的ルンゲ・クツタ法にっいては前田(199の,saito.tal.(1992)らの研究が
ある.その他のこの方向の研究にっいての文献としては Sanz・serna(1992),sanz、sernaand Abia (1991)
などを参照せよ.

これは陰的中点法

2)の例としては

72

(3の

(28)
2

6mPⅡCit midpoi址 rule)として知られているものであり 2次の解法である.

+ー

3 陽的(.xplidt) スキーム

3.1 基本的なアイデア

次の形のハミルトン系

Z + Tkl之^ (27)

a
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に対しては陽的なシンプレクティック解法が存在する.1次の解法としてはオイラー法(2)にわずかな修正
を加えるだけで良い.実際,

(31)=P一丁

が求めるものである.この写像がシンプレクティックであることは2つの明らかなシンプレクティツク写像

(q,P)→(q',P)と(q',P)→(q',P')の合成として考えることで容易に理解される.また 1次の精度を有す
ることも明らかであろう.また(31)でq'とP'の計算順序を逆にした

や叶七),,

も 1次の解法である.

より精度の高い高次のスキームを構成するには元のハミルトン方程式の解の時間発展を自明なシンプレ

クティック写像

および

(34)

を繰り返し合成すれは'よい.ここで数値係数(0',d'),(i= 1,,.k)は合成された写像(q,P)ー(q',P')が真の
解のテイラー展開の丁"のオーダーまで一致するという要請から決定される.その結果ひとつのπ次の陽的

シンプレクティツク積分公式が得られることになる.例えば2次のスキーム(q,P)→(q',プ)は

P=P一丁 (器)。.。,0'・叶偶)_

ST←',). q'= q + oi,(万一)
1

P-,

SV(d',). q'= q, P'=P - d',(ー)
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(器)卿,

によって得られ,これは CI = C2 = V2,dl = 1,d2 = 0 と選んだことに対応する.またこの 2次の解法は

リープ・フロツグ法(1eap、frog method)として以前から知られていたものに外ならない. Ruth(1983)は 3

次の解法を得るための⑩,4)が満たすべき代数方程式を求め,それを解いて

q*= q +

(3の1^^^^^^

3 3

を得た. candy 即d Rozmus(1991)は Ruth(1983)のアイデアを直接に拡張して 4次の公式のための係数
を得,種々の例題においてシンプレクティック解法の利点を示した.

(33)

3.2 代数的定式化

以上の陽的スキームの導出法は Nai(1987)によりιi0代数の言葉を使って再定式化された.まずハミ
ルトン方程式を

dz
(37)セ,a化)}^

dt

FqGP-F戸Gq は関数Fと Gのポアツソン括弧を表す.今,線形微分作の形に書き直す.ここで{F,G} ^

用素DGを

(38){F, G}DGF ^

それゆえ形式解,つまり t = 0 から t =,までの.(t)ので定義すれば上式はdvdt=DHZ の形に書ける.
厳密な時間発展は作用素DHの指数関数を使って

.(→=[獣PけDH)レ(の (39)

(32)

3

PP

T

P

δ

(
フ
-
2

+q
1

q

1

1C

器(
丁
一
2 器

3

2C

(/

P

2

西

7 2



と書ける.特に(3のの形のハミルトニアンに対しては DH =Dr+DV であり形式解は

.("=硫Pb(A+B)レ(の

となる.ここで A := Dr およびB := DV であり,作用素 A と B は一般に可換でない.
今 ←', do,(i = 1,2,..., k)を次の等式

既Pb(A + B)]=既P(0.,A).XP(d,,B)ー.獣P(q,A)既P(d',B)+ 0(,"ー')

を満たす一組の実数としよう.ここでπは積分法の次数に対応する整数である.そして

(42)

で与えられる.=.(のからが=.("への写像を考える.この写像は自明なシンプレクティック写像の合
成だから明らかにシンプレクティックであり,かっ真の解を丁"のオーダーまで近似する.また陽に計算可能

である.実際(42)は.=(qo,PO)から.'=(qゐ,pk)への写像

tf1既P(0、,A)0冲(d',B)1 + 0(,"")

.'= fΠ既P(0',A)肱P(d',B)1 Z

ー・,ー'(す),ー'・,・血(→、, (43)

(i= 1,2,...,k)としてあらわに表現できる.かくしてπ次のシンプレクティック積分スキームが実現され

る.π= 1 の場合,明らかな解は CI = dl = 1,(k = 1)で,これは恒等式

獣P(,(A + B)1 =既P(,A)航P(,B)+ 0げ) (44)

に対応し,1次の積分公式(31)を導く.π= 2 の場合も容易に CI = C2 = V2,dl = 1,d2 = 0,(k 2),が^

得られるが,これは恒等式

21/3

に由来し,2次の積分公式(35)を意味する.

Forest(1987), Forest and Ruth(199の, candy and Rozmus(1991)らは直接的な方法で 4 次の積分公式
のための数値係数の満たす連立代数方程式を求め,その解として

1

(4の

^^C2

2(2 -2V.)' 2(2 -2Vり
_2V31

(46)1 = 3 -2 _ 2V3, d2 = 2 _ 2ν3, d4 = 0
^

を得た.この4次の積分スキームにおいて1ステップにおける力の評価回数は3回で済むことに注意しよ

う.古典的な4次のルンゲ・クッタ法(5)では力の評価は4 回必要であった.

3.3 高次の陽的スキーム

Yoshid乙(199のはまず Forest(1987)らによって得られた4次の積分スキーム(4のが2次のスキーム(35)

の合成で得られることに注目した.2次のスキーム(35)を Z'= S2(丁)Z;

.(カ.=航P(三A)■ゆ(,)既P(三A) (47)

C3

フフ

獣PI,(A 十 B)]=既P(-A)0"P(,B)獣P(-A)+ 0(,') (45)

(41)

CI
1

C4
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のように表現すれぱ(4ので与えられる 4次の公式 S4(フ)は S2(フ)を使って

S4(丁)= S2(m1丁)S2(m07)S2(m17)

のように書き直すことができる.ここで

である.実際m。,m1 は連立代数方程式

(5のmo + 2ml = 1,ω。+ 2ω1 = 0

の解として得られるし,この解釈によって 4次のスキーム(4のは最も簡単に導出できる. Forestetal.(1991)
らはこの合成による高次の積分スキームの構成は前節の陰的解法においても有効であることを示した.

以上の2次のスキームの対称的な合成でより高次のスキームが構成出来るという事実は全く独立に,か

つ全く異なった問題意識から S如Uki(199のによって示された. suzoki(1991)はさらにπ之 3 の時は(41)

のすべての⑩,di)を正の数とする解は存在しないことを証明した.したがって(36)や(46)において負の

数の係数が入ることは不可避である.6次の積分公式は Yoshida(199のによって

(51)S6(T)= S2(U137)S2(U)27)S2(U117)S2(UIOT)S2(U117)S2(a127)S2(U13T)

の形で求められた.ここで(W。,W.,W.,Wりはある連立代数方程式を数値的に解いて得られるもので,3組
の値が求められた.同様にして8次のスキームのための係数も何組か得られた.このような力の評価回数

を最小にする高次のスキームの構成法の一般論がSuzuki(1992)によって見い出された.その概要は岩波講
座・現代の物理学「経路積分の方法」第6章にまとめられている.この他の高次の陽的スキームの研究につ

いては F0郎t (1992),1toh 釦d C毎(1992), M01,.ohlo" ond At.1.(1991), ok如b0ル0d skod (1992,1993)
などを参照せよ.

3.4 拡張された意味での陽的スキーム

以上の陽的なシンプレクティック積分法を構成するのに用いたアイデアは

(52)a =Ξ0(q,P)+ H,(q,P)

の形を持つハミルトン系に対しても適用できる.ここでa。およびH1 はそれぞれ単独ならば積分可能とな

るハミルトニアンである. H = T(P)+V(q),なる形のハミルトニアンはこの状況の最も簡単な場合と言え
る. a'。およびH1 はそれぞれ積分可能なので, exP7Da。およびexP7D孤はそれぞれに対する作用・角

変数q。,θ。),(ム,eD を導入することによって誤差なく計算出来る.しかしこの2組の作用・角変数の間の

代数的な変数変換は時に多くの計算時問を要し,この扱いの利点を減少させることが有りうる(K加0血i捻

et al.1991)
外惑星の運動を記述する N体問題のハミルトニアン

Φ0

_21/3

2 -2V3'
ml

1

2 -21/3
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と分解すれば,これは通常の陽的スキームを与える.一方Wisdom and Holman(1991)はいわゆるヤコビ

座標を用いてハミルトニアン(53)を純粋なケプラー運動の重ね合わせの部分と残りの摂動の部分

の形に書き,上記の意味での2次のシンプレクティック積分法を適用した.用いたステップサイズは7=1

年であり,109年に及ぶ積分が実行された.ケプラー問題の部分獣P丁DH。の計算のためには特にガウスの

j,g 関数が用いられた.著者らは以前の数値計算Sussmanand wisdom (1988)の主要な特徴をはるかに
少ない計算時間ですべて再現し,冥王星の運動のカオス性を確認した.この例のように一般に与えられた

ハミルトニアンに対して二つの積分可能な部分に分解する方法は一通りでないことがあり,どの分解がべス

トであるかは問題の性質およぴ数値計算の目的に依存する.

4 シンプレクティック積分法によるエネルギーの保存

a = HO +HI = HK叩1,+HP,tψι。ガ。れ

4.1 調和振動子の場合

ハミルトン系の解の時間発展はハミルトニアン(エネルギー)の値を保存する.よって数値解法もこの

事実を尊重することが当然望まれる.条件(25)を満足する陰的ルンゲ・クツタ法によって2次式の積分は
すべて厳密に保存される(sanz、serna,1988).よってハミルトニアン自身が2次式で書ける線形なハミルト

ン系に対して,シンプレクティツクな陰的ルンゲークッタ法はハミルトニアン,シンプレクティック形式の

両方を同時に保存する.これが可能なのは線形ハミルトン系が積分可能系であるからに他ならない.一般

の積分不可能な系に対してはシンプレクティック解法は各ステップにおいてエネルギーを厳密に保存するこ

とは Goand Marsden(1988)の主張により不可能なのである.それにも係わらず,シンプレクティック解
法はエネルギーの保存に関して以下に述べる理由から有利である.

1次の陽的スキーム(31)を 1次元の調和振動子の方程式(フ)に適用してみよう.得られるシンプレク
ティック写像は

となり,各ステツプにおいてエネルギーが保存されない(i.0.,pn+qn 一ず+ず)ことが容易にわかる.し
かしながら写像(5のの繰り返しによってはオイラー法の場合と異なりエネルギーの誤差は一方的には増大
せず,ある範囲で振動するのみである.図2にこの比較を示した.一次元の調和振動子の場合この現象は,

写像(5のに対して厳密に存在する保存量(積分)

(55)

が存在することによって説明出来る.十分小さな,に対して,初期条件(q,P)=(1,のをとった時,写像(5の
の繰り返しで得られる点列は(q,P)平面内の主軸が45度傾いた楕円ず+ず+7Pq = 1上に常にのるが(図

3),この楕円は真の解q2+P2 = 1 と丁のオーダーしか異ならない.つまり打ちきり誤差によって発生する
エネルギーの誤差はある範囲を振動するに留まり永久に増大しえないわけである.

(1)・ぐ,.1,.) C)

4.2 一般の力学系の場合

実際,次のより一般的な主張が可能である.

定理

1 7

ー(P + q )+-pq = 00π't.

シンプレクティツク写像(31)は,の形式的べキ級数展開

11= a+7HI +72Ξ2 + 73H3 +

(56)

(57)
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で定義される「摂動」ハミルトン系の時間間隔7に対する時間発展を厳密に記述する.ここでH は元のハ

特に写像(31)は三を保存量とする.

筆者の知る限りでは,この事実は DTa3tand Finn (1976)によって最初に指摘されたが,数値積分法
としては意識されていなかったようである. Dルgt.t 田.(1988)も参照せよ.この主張からより一般的な
ハミルトン系(3のに対しても,1次の陽的スキーム(31)によるエネルギーの誤差は丁のオーダーにとどま

ることになる.級数(58)は Bok町・compb.Ⅱ・Π釦.dω丘(BCH)の公式から簡単に導かれる. BCH の公式

(va典d矼司飢,1974)とは非可換な作用素 X と y の指数関数の積をーつの作用素の指数関数

expxexpy = expz

として表すもので,最初の数項は

11 1

一Ξ',+1Ξ([,1 , 11+!,[, 1D+ー[,1,f,Ⅲ+ー()
と書ける.ここで I×,y]:= xy-yx (交換子)であり, X,yの 1次の項を除いて右辺はすべて高次の

交換子のみを用いて表現できているのが本質的である.1次のシンプレクティック積分法(31)に対しては,

BC夏の公式(61)およびヤコビの恒等式{DT,DV]= D{V,T}から

(exP7DrxexP7DV)= exP丁Da. (62)

を得る.ここで

(63)a十^

ア q

であり,定理が証明される.2次の積分法(35)にっいても BCHの公式を繰り返し適用することによって

(64)exP7Da.,'

T+V+

なる表式が導かれる.

112九d

フフフ

Ξ{V,η+五({{r,V}, V}+{{y乃,r})+三i{{{T,V},V},乃+

(59)

(65)^

である. より一般に九次のスキームに対してはシンプレクティック写像を生成する「摂動」ハミルトニア
ンは

(6のH =Ξ+7η三

となり,エネルギーの誤差は7πのオーダーに留まることがわかる.しかし注意すべきは級数(58),(65),(6の
などの厳密な意味での収束性は調和振動子でない一般の非線形系に対しては保証されていないことである.

関連した石升究力§ Auerbach and Friedman (1991), FTiedman and Auerbach (1991)にもある.

母関数による陰的スキーム(2の,(22)に対しても同じような議論が可能である.母関数(19),(21)に
よって定義された恒等変換に近い陰的なシンプレクティック写像は常に陽的なシンプレクティック写像

ZI (既P7Da,)■ (67)^

7 丁

(OXP -D"(OXP,DV)(艇P -D"

(が",","・が化",")・0御r+V十

H+ノ(i三H;H即一-H;三卯)+0げ)

ここで

11, H2 =ー

(6の

であ

a-

ニアン
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図 4 離心率.= 0,5 のケプラー楕円軌道のRK4 (実線)と S14 (点線)によるエネルギーの誤差.横軸は

時刻 t. T ば 0.05 の一定ステップ

0

に書き換えることができる.この事実は天体力学の分野においてVon・zdP目と Hori による摂動理論の同

等性として知られている(Mersman1971, Giaca創ia1972).よって再び丁の形式的級数として表現される H
が保存量となる.特に 1次の陰的スキーム(2のに対して鹿の具体形は

10

(68)H +Ξ +q

となる.条件(25)をみたす陰的ルンゲ・クツタ法についての同様な議論は Molachlanand Atela(1992)を
参照せよ.

20

^

30

5 可変時間ステップ

ケプラー問題などで比較的離心率の大きな楕円軌道を数値的に求める際には一定のステップ(刻みφ副

ではなく可変時間ステップを用い精度が落ちるのを防ぐのが常套手段である.衝突に近い軌道の場合は不

可欠となる.そこでシンプレクティック積分法を可変時間ステップで用いるという考えが当然生じる.とこ

ろが結果は残念ながら思わしくなくエネルギーの誤差が増大し始める.つまりシンプレクティック積分法,

の利点であった「エネルギーの誤差が増大しない」という特質が失われてしまうのである.図4 はハミル

ニアン
1 1

H =ー(P;十P;)ーー,欠= q;十 ql (69)

で記述される平面ケプラー運動を 4次のルンゲ・クツタ法(RK4)と4次の陽的シンプレクティツク法(S14)

によって刻み幅一定で数値積分し各時刻におけるエネルギー値の誤差H(t)-H(0)をプロツトしたもので

゛

40 50

ある. t= 0 における初期値としては

(q,,の,P,,Pり=(1 +',0,、六亙、^71f〒Ej,0),.= 0.5
を採用した.この初期値に対して軌道長半径(ω,雜心率(り,周期(r)はそれぞれ0= 1,.= 0.5, r= 2π
となる.また初期時刻 t= 0 は楕円軌道上の遠心、点に相当する.一定の刻み幅7ω伽t =0.05 で 1000 ステッ

プ(約8周期)計算している.4次のルンゲ・クッタ法の場合,本来保存されるべきエネルギー値は階段
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図 5.離心率.= 0.5 のケプラー楕円軌道のRK4 (実線)と S14 (点線)によるエネルギーの誤差.横軸は

時刻t.可変時間ステップ

6

0

関数的に減少している.速度が大きくなる軌道の近心点の近くでエネルギー値が大きく変化して誤差を生

んでいることに注意しよう.一方4次の陽的シンプレクティック法の場合,近心点の近くでエネルギー値は

大きく振れはするものの元の値に復帰し,全体として誤差のオーダーは増大してぃない.これは前節で述

べた保存量鹿= C0πSt.が存在することによる.

図 5 は両者の比較を可変ステップで行なった結果である.可変ステップのーつのとりかたとして各ス

テツプにおいて刻み幅7,山を

T.,ar = r(ql, q2)丁ωれ.t (71)

によって計算し積分を実行している.楕円軌道上速度が大きくなる近心点の近くでは平均より小さな刻み

幅,速度が小さくなる遠心点の近くでは大きな刻みを自動的に採用することを(71)は意味している.動径
,の時間平均が1であるため 1000 ステップ後の時刻は固定ステップの場合と同じくt=50となる.4次の

ルンゲ・クツタ法の場合,一定ステップと可変ステップを比較すると明らかに可変ステップの方が優れてい

ると言える.エネルギーの誤差は可変ステップの時には一定ステップの時と比べて一桁以上小さくなってぃ

る.一方シンプレクティツク積分法(S14)の場合,一定ステップの時には存在しなかったエネルギーの誤差
の永年的な増大が可変ステップによって出現し,誤差の絶対値自身も RK4 によるものよりも大きくなって

いる.前節に於いてエネルギーの誤差が一定範囲に留まるとした議論は一定のステップサイズアを持っ写

像の単なる繰り返しが仮定されており,可変ステップの場合にはそのままでは適用出来ない.つまりシンプ

レクティツク積分法を使用する時は可変ステップを使うことの積極的な利点は現在の所,無いと言わざるを

得ない.

この話題にっいてのさらに詳しい議論にっいては Calvo and sanz、serna (1993), Gladman et al.(1991)
を参照せよ.

10 20 30 40
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6 系吉び

以下に本稿で述べた主な内容を箇条書きにまとめてみる.



.通常のオイラー法,ルンゲ・クッタ法などの数値積分法をハミルトン系に適用するとエネルギーの誤

差が単調に増大する.

.シンプレクティツク数値積分法は各ステツプごとの写像(q,P)→(q',P')がシンプレクティツク形式

仰<dqを保存する数値解法である.

.任意のハミルトン系に対して陰的(1mplidt)なシンプレクティ、,ク積分法が①母関数による方法,6i)
陰的ルンゲ・クッタ法,によって実現出来る.

.2つの積分可能系の和として与えられたハミルトン系に対しては陽的(E"plidt)なスキームが構成で

きる. H = T(P)+V(q)の形の系はその代表である.

.π次のシンプレクティツク数値積分法は,を刻み幅としてH= H+0(,")=ω那t.なる保存量を有し,

その結果としてエネルギーの誤差は 0(,")に留まり増大しない.

.シンプレクティック解法を可変ステップで実行するとエネルギーの誤差が永年的に増大し始める.

数値積分法としてはまだ研究の歴史が浅く,使い勝手の良い道具となるためには多くの解決すべき問題点が

残されている.今後の研究が待たれる次第である.(1993年5月)
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