
R,andoln colHsion lnode1 と集団生牛勿モデル
統計数理研究所1急合研究大学院大学

伊藤栄明

e-mail: itoh@ism. ac .jp

集団生物学における基本的なモデルは,気体分子運動論におけるランダムな粒子の衝突という考

え方はにもとづいているように思われる。本稿においては、非結合的代数をもちいてこれらのモデル

を微分方程式系により近似する。集団遺伝学における非結合的代数についての研究は以前からあり、

W6詫・B゛託h貼(198のによりくわしく述べられている。例えばS.B.m飢oin がはやい時期にこの問
題に注目し、現在 Bernstein algebraS と言われるものにっいて議論をしていたようである。 MCKean
a966)は Boltzmann方程式にっいての KaCのモデル(1959)の平衡状態へ移行する早さを評価する
際に非結合的Convolutionの考えをもちいた(伊藤(1970))。ランダムな粒子の衝突にもとづいた生存
競争のモデルについて、非結合的代数の性質をもちいることにより系の安定性等を議論することがで

きる(1toh (1971,1975,1981,1983);伊藤・上田(1975))。ここではボルツマンのモデル、生存
競争のモデル、オーストラリアアボリジニの婚姻規則等の例について非結合的代数をもちいて定式化

する。このことにより様々な現象相互の比較が容易になることを示したい。

次のような非結合的代数を考える。

定義・非結合的代数Am は

1. A仇={Σ役."■ 1 ω' e R, i = 1,2,・・・,仇}は体 R 上の線型空問であり、一次独立な
元三わ i = 1,2,・・・,肌.により生成される。

Π.基底の間の積は三i0三j = aijk三k により定義される。ここでαijk は iJ , kにより定まる
実数である。

1Π. Amに属する元 m =Σ巽1ωi三i と y =Σ1生1防三j の積は Σ巽1ω.三i0 ΣP1防三J ^

Σ乃=1卸iyj三i0 召j である0
A机の2つの元の積は一般に非結合的である。以下においては、可換律が成りたつという制約

をおきモデルの表現を考える。

1.離散Bolt乞mann モデル

Boltzmann(1釘2)は気体分子の運動エネルギーの分布の時間変化を記述するモデルを考え、
H 定理を導いた。 Boltzmann はエネルギーを離散的であると仮定したモデルについても述べている。

論文「気体分子間の熱平衡にっいてのさらに進んだ研究」(B01比mann(1872))よひ卜必要な部分を次
「空間Rに非常に多くの気体分子がある。その各々はしかしに示す。(口でかこまれた部分)

次のような運重カエネルギーしかもっことはできないとする。ε,2ε,3ε,4ε,・・・,Pεどの分子もその中間
のあるいはより大きな運動エネルギーをもつことはできない。2つの分子が衝突すると、それらの運動

エネルギーはきわめて多様な変化をする。しかし衝突後には各分子の運動エネルギーはつねにεの整

数倍の値でなければならない。」

「さてわれわれは時刻tに運動エネルギーεをもっ分子がW1個、運動エネルギー2'をもっもの
がW2個,・・・,P'をもっものがW 個、単位体積中にあると仮定する。また時刻tですでに運動エネルギー
の分布は一様であり(したがってWで表した量が単位体積を空間のどこでとるかに無関係である)、

さらに速度の方向については空問のあらゆる方向については空間のあらゆる方向が一様に確からしい

ということを仮定する。」

「衝突前に第1の衝突する分子の運動エネルギーがkεで、第2のそれ1εであり、衝突後には第1

のがκε、第2のが入εであるような衝突を考え、非常に短い時間7のあいだに単位体積中でそのような衝

突のおこる数をⅣk1で表すことにしょう。これら4つの量 k,1,κ,入は正の整数三 Pである。なぜなら量
k,1,κ,入がそれ以外の値をもつような衝突は、起こらないとしているからである。さらに、衝突前の2
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つの分子の運動エネルギーの和は、衝突後の2つの分子の運動エネルギーの和に等しいはずであるか

ら、これらの量のあいだには等式 k+1=κ十入が成り立っ。」

「数Ⅳ叉は前のように第Uこ時問ツに比例し、第2に単位体積中で運動エネルギーが kεである
ような分子の数、したがってWkに比例し、第3に数Wιに比例すると仮定す。これら3つの量の積になお
比例係数をかけなければならないが、それは衝突の性質をきめる量 k,1,κ,入には依存するが、時問に

はよることができない。それをA气で表そう。これらすべてをまとめて

IVκ入=フ. wkU1ι' Aκ入(1.1)

がえられる。」

Boltzmann は、

^A气=張'ヌA倉(1.2)

なる仮定を物理的な考察からみちびいた。

~/再'iA胤= B胤とおくと、

Bκ入B(1.3) ^

となる。

「時間7の間に量W1がどんな変化をするかを問題にする。 W1は単位体積中にある運動エネル
ギーεをもっ分子の数である。これは衝突によってのみ変化することをわれわれは知っている。衝突前
に2つの分子のうちの1つが運動エネルギーεをもち、衝突後にはどちらも運動エネルギーεをもたない
という具合に2つの分子が衝突すると、そのたびにこの数はυ3ナ減少する。逆に、衝突前にはどちら
も運動エネルギーεをもたないが、後では1つがそれをもっように2つの分子が衝突するたびに、それは
1だけ増大する。したがって、 W1から前者の数を引き、後者の数を加えれば、時刻t十ツに運動エネル
ギーεをもっ単位体積中の分子の数がえられる。その数をW1で表そう」

「このようにして

(1.4) WI = W.一Ⅳ11一Ⅳ11一Ⅳ診一Ⅳ器一・・・+Ⅳ玲十ⅣN 十ⅣN 十Ⅳ而+

がえられる。」

同様にしてWI,WI,...,W'を求めることができる。 7が十分小であれば

dulk
=W -

3なる場合にっいて考える。(1.1)式を(1.4)式に代入し、 W*= V元Ⅶなるおきかえをす^である。 P

ると、

(1.5)

(1.6)

となる。非結合的代数をもちいて導いた式が同様になることを次に示す。

-A(1.フ)
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なる仮定をおく0 物理的な意味から考えて、この仮定は自然である。さらに(1.2)式を考慮し、基底の
間の積を次のように定義する。

Σ V而瓦^テ三"( 1.8) 召k 0 Ξ1 = ck+1
ISKSP,1Sk+ι一KSP

ただし

ΣCk+ι ^

ISKSP,1Sk十ι一KSP

時間tにおけるエネルギーkを持っ粒子の割合をPk(t)とする。上記の Boltzmannのモデルより
P①=Σ1司. pk(t)三k とおけば

d
(1.9) -P(り=P①OP①一P①

なる方程式が導かれる。

エネルギーはPε以下の値をとると仮定しP = 3の場合にっいて老察する。基底の間の積は、
(1.8)式より、

一υ3 -

ψi P2_ 2
2+2兆'2 2+2而

PIP3ψi P2_ 2
2+2而 2 2+2而

(1.1の

Ξ10 Ξ1

召10 E3

Ξ20 Ξ2

1ヲ20 Ξ3

Ξ30 Ξ3

(υξ一υ1υ3

となる。これを(1.9)式に入れれば

勗,勗0勗= 1(勗十三り

弄1而(ψ§勗+2&+ψi易)

牙1マミ(ψ§勗十2勗+ψ§召り

永易十三り

Ξ3

2一υ=

(1.11)

となることがわかる。

Pk =＼/再υkとおくと、

(1.12)

となる。この式は(1.6)式と同じものであり、非結合的代数をもちいることにより自然にみちびか
れることがわかる。
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一般のPの場合にも同様にみちびくことができ三=ΣV再υkl0宮υkが減少して行き、最終的に
Uk = 7k-1υ上k = 1,2,・・・,Pとなることがわかる。これは H 定理と言われてぃるものであり、上記
のBoltzmannの論文に述べられている。たとえば、 P = 3 の場合

(1.13)

であり等号は塗=塑のときなりたつことがわかる。

2.婚姻規則と離散Boltzmannモデル

文化人類学において,婚姻規則にっいての興味深い例が議論され, M仇g釦(1872)あるいは
L▲Vistrauss(1947)にくわしく述べられている。婚姻規則は系図等のように図によりあらわされるこ
とが多い。 L6Vi・strausS の著書に And艶 Wei1 による補遺があり、置換群をもちいて婚姻規則が記

述されている。ここでは非結合的代数をもちいて表現し、その応用について述べる。つぎのモデル

はオーストラリアアボリジニの社会における規則を理想化したものである(伊藤(1983),厳佐(1986)
T加始k.釦d ltoh (1994))

(1)各男性(女性)は肌個のグループ M,..., um (W上...,W挽),に属する
(2)M の男性は川の女性と結婚し,彼らの子供の所属するグループはっぎのような規則によるも

のとする.1人 U1と 1人のW1の結婚により2人のU3,あるいは 1人のU3と 1人のW2,あるいは 1
人の W2と 1人M3,あるいは2人のW2に変化する.すなわち

2而1 .
2+ 2＼火§' 2

υ1υ3

υ1υ3 0曾 2

(2.1)

これらはそれぞれ V4の確率をもっ.この規則を

UI+W1→

により表わす.Ξ1はU1を表し,Ξ2はW1を表し,Ξ3は U2,Ξ4 はW2,Ξ5はル13,Ξ6はW3,Ξ7は U小

E8はW小を表すとする。上の規則は

2U3

(2.2)

U3+W2

Πノ2 + U3

UI+W1→ U3+W2

21V2

U2+W2→U4+WI

U3+W3→U〕十W4

U4+W4 → U2,W3

(2.3)

EI0 Ξ2

1ヲ30 Ξ4

IE5 + 1Ξ4Ξ 5+Ξ 4

1Ξ7 + 1Ξ2
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により表される。これより

1 1
(2.4) 召1+2i0Ξ?+2i 一Ξ5+2i十一Ξ4-2i^

がえられる.ここで三.m"=艮である.奇数の添字は男性を表わし,偶数は女性を表わす.式(2.3)
よりこの社会では男性は母親の兄弟の娘あるいは父親の姉妹の娘とおなじグループの女性と結婚する

こがわかる.上記(2.3)に示した以外の場合は

(2.5) 三i0Ξ ^

とする

P①=Σ1司.R①勗,とおき式(1.9)を考える

(2.の

これより

1 1
ー・十一
2 2コ

d
-P①=P①OP①^

"

(2.フ)

がえられる

この系について

PI+P5 = C上 P2+P4 = C2, P3+P7 = C3, and P6+P8 = C4.は時間によらない量である
このことは一旦生じたかたよりが以後も保たれることを意味する。現実の集団の大きさは有限で

あり、確率モデルとしてとりあつかう必要がある。その場合、婚姻規則が安定に存続するために必要

な集団の大きさはどの程度であるか等を様々なモデルにより検討することは意味のあることであると

思われる。

つぎの4 つの速度べクトル化,の,(-0,の,(0,の,(0,ーのに単純化した離散B01捻m.nn モデルは
GodunoV 及び Sultangazin (1971)により述べられている

P5P6 - P]P2

P3P4 - PIP2

P7P8 - P3P4

PIP2 - P3P4

PIP2 - P5P6

P7P8 - P5P6

P3P4 - P7P8

P5P6 - P7P8

P①

(2.8)
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これはうえの系が退化したものであると考えられる

この系について次のH定理が成り立つ

(2.1の

(2.9)

3.生存競争のモデルと相対エントロピーのH定理

n個の種からなる系を考える。それぞれの種は相互のであいがなければ単位時問にε1,ε2, }επ

の割合で個対数が増加するものとする。時刻tにおいて種rと種Sのであう回数は仇門Ⅳ,Ⅳ.dtとし、そ

のうちのある割合P門力坏赴にたべられるものとする。したがって P門仇ルN,Ⅳ.dt/3ナ種rは減少す
β,Pル伽光

る。今、種',Sの重さをβ力β.とし、種Sは種rをたべることにより Ⅳ,Ⅳ.dt.だけ増加する。こβ.

こでは同時に3種以上がであうことはないと仮定している。以上より VOH叫.(1931)は

(3.1) dN=身Ndt十ゞD甜NMdt
S-1 r

を得た。非結合的代数をもちいて、生存競争のモデルを議論しよう。(Roh (1971,乃,81);伊藤
上田(1975))次のようなランダムな衝突モデルを考える。各粒子は値1,2,・・・,πをとるものとす

る。イ面の畔立子とイ薗の1粒子の衝突により確率1十αij で2粒子ともiになり、確率 1十α・.で2粒子とも
jになるものとする。この規則は

(3.2) 三i0 Ξ・ J

d 4

ZiΣD i og i 2(P3P4

により基底の間の積を定義することにより表現される。時刻 t における値 iを持つ粒子の割合を

R①とし、 P①=Σ仁IR①五iとおけば、

(3.3)

が得られる。これは通常の表現によれば、

(3.4) ,71

UI+W1→

j=1

0とした場合である。非結合となる。これは Volterra の方程式においてε1 =ε2 εη^ ^=^

的代数をもちいることにより、 3種のであいを考慮した場合に自然に議論を拡張することができる。 3

種のであいを考慮にいれた

d
(3.5)-P①=k.(P①OP①一P①)十届((P①OP①)OP①一P①

IP①=P①OP①一P①

磊R①= 2R(t)(士、乃①),i 1,・2,

M2+W2→U
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を考える。

すれば

i=1 j=1

が成りたっ'非結合的代数の性質をもちいることによりこれを証明することができる(1toh(1981))
線形な保存系を考える.有限状態のマルコフ過程にっいて,相対エントロピーのH定理が示

されている(M仭釦(1961), Monmoto (1963), C.i餌命(1963)).これっいて,つぎのような
定理が得られている(cohen, J.E.,1Wasa, Y., Rautu, Gh., Ruskai, M. B「 S eneta, E., and
Zbog如゛, Gh.(1993)). P と,を m・次元で非負の要素を持っ確率べクトルとする.相対エントロピー

H(P,r)=Σipilog(pi/ri)を考える.もしA がηX7π行列でαij 之 0, 1,j= 1,・・・,机,を^

1 1J

満たせぱH(AP, Ar) s a(A)H(P,r)が成り立っ.ここで d(A)=(1/2)maxj,k Σ{1,11 αり一aik 1三 1
とする.連続時間の場合には dlogH(P①,r①ydt が負となることがわかる

非線形の場合に相対エントロピーの萇定理はどうなるのだろうか.上記の生存競争系の場合 2

体衝突モデルの場合には相対エントロピーは振動するが,3体衝突モデルの場合平衡確率べクトルの
まわりでは,相対エントロピーのH定理が成立する.

(3.フ) (PKto), P.(to),、.., pm(to)) E Bm

(3.6)

q o q q 1, qi > 0, i

2勗Σ仏(Σ、pj①y ど 0
π

1,2,

1,pi > 0 メ0r iP 711^
1

とする. qoq- q = 0 を満たす一意的なq E B仇が存在し qoq - q = 0
P(t) E B 及びr(t) E B,t 之 to,は式(3.5)の2つの異なった解を表わすとする.すなわち P(t。)- r(t。)

とする. P = q+δ1= q十'.もし m■X'1δyq'1 釦d m蹴'1εy仏 1 が十分に小であれぱ,^

dH(P①,バt))

π

,ηなる q が一意的に存在すると

(3.8)

となる(1toh 釦d coh即(1994)).

4 じゃんけんモデルと Smolukowsky 方程式

コロイドの凝集の過程においてクラスターのサイズの分布の時間的変化を記述する方程式として

Smoluchowsky方程式が知られている(早川(1987), Adachi(1的4))

^

dNKt)= V2 Σ(、XNdt一Σ0北NⅣ0(4.1)
i+j=k j=1

ここでαi は凝集のメカニズムによってきまるものであり, ai・が定数の場合 ij, i+j,の場合等に
ついて厳密解がえられている.

つぎのようなモデルを考える.

i)仇個のタイプ1,2,.「仇のそれぞれの粒子数は時刻t においてそれぞれ XI(t),×2(t),.「X仇(t)
とする。粒子の.総数をn(t)とする。

ii)単位時問にランダムに選ばれた2粒子の間の衝突が1回起きる。衝突する2粒子の組は可能な
組のなかから等確率で選ばれる。

46
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批)タイプ i の 1粒子とタイプjの 1粒子の衝突により,2粒子は確率(1十αij)々で iの 1粒
子になり確率(1十αji)々でjの 1粒子になる。ここでαij十αji = 0である。
すなわち確率一十αりで

となる

いま、机= 2S + 1 として係数αij を次の式によりさだめる。

Σ(4.2) R-j^
1-J

j=1

強弱関係がじゃんけんと同様な場合(仇=3),最初に以下のような4粒子あるとき最終的に
だけのこる過程を図式化すると次のようになる ex.a

Ai_1 + Ai → Ai

3

では3がのこり,ex.b では1が残るex.a

上記iii)をっぎのiiiyでおきかえる. iii)タイプ i の 1米立子とタイプ jの 2粒子の衝突により,2米立

子は確率(1+aij)/2で iの2粒子になり確率(1十αフi)々でjの 2粒子になる。ここでαij十α六= 0
である。

すなわち確率三+aijで

47

2 2

となる

ηが十分大である場合,時問のスケールを適当にとり, pi= X.とおくことにより,

SS

dR
R(ΣDR・j 一ΣD R+フ)(4.3) ^

j=1j=1

,i = 1,2,.「 2S + 1,となり,これはヲ聨泉形可積分系である。(1toh(1973,1979,1987), B0目oyavken・
Sky(19認,1991))。 S = 2の場合っぎの保存量をもっ。

3 2

Ai-1 + Ai

1粒子

ex.b

2

Ai_1+ Ai → 2AJ

ーー>

1

2Ai

_+ A・→ A

確率一- a・・で

a・・で

J1

フ1

S
 
=

確

S
 
=

フ1



10= PI+P2+P3+P4+P5,

11 = PIP2P4 + P2P3P5 + P3P4PI+ P4P5P2 + P5PIP3,
12 = PIP2P3P4P5

離散的な系を基本に考え, Lax・pair,保存量等を求めてゆくという差分学がこの系にっいても適
用される慨iTota (1981),広田、辻本(1994) Nakamura (1994))。行列の固有値をもとめるアルゴ
リズムを連続化した力学系から,強弱関係が巡回的でない場合がえられる(永井,薩摩(1993)).

上記り,ii),繊)を考える.時刻 0 で九個の粒子があったとすると,時刻tでπ一 t 個の粒子があ
る.7n = 3の場合 XI(t),×2(t)及び X3(t).の積 HI(t)三 XI(t)×2(t)×3(t)を考える.時刻 tでの
積が与えられたという条件で時刻t+1 における積の値の期待値は

(4.4)

となる.時刻tでの総粒子数π(りをもちいた h①

(4.5)

(伊藤(1俳3))

つぎのようなii)"を考える. ii)"単位時間にランダムに選ばれた 2粒子の間の衝突がπ(ty2回起き
る。衝突する2粒子の組は可能な組のなかから等確率で選ばれる。

上記i),ii)",iii)を考える.粒子数が十分に大きければ,各タイプの粒子数は,基底のあいだの積

を召.0 三j =契(1+ 0り)Ξ.十{1+ ojり三j}により定義した

dⅣ
?π

(ΣN)Ⅳ(4.の Ⅳ0Ⅳ^

dt

(三御Kt + 1)1 HKt))

三qKt + 1)1 1.(功

により記述されると考えられる.ここで N =Σ1聖IM三i 及びπ=Σ(竺IN.である. aijを(4.2)に
より定めると机= 2S + 1, S = 2の場合,1i(t),i = 0,1,2 は時間によらない保存量である.
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