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概要
大規模疎で対称特異な連立一次方程式を，数値的に効率よく解くことを考える．係数行

列が半正定値で，右辺ベクトルが係数行列の値域に入らない場合，CG法は最小二乗解へ
の収束が保証されていないことから，MINRES法を採用する．MINRES法は残差の 2乗
ノルムを最小化する解法である．本論文では，右前処理 MINRES法の定式化を行う．そ
こで，右前処理 MINRES法は，正則な系のみならず，特異系に対しても，任意の右辺ベ
クトル，任意の初期ベクトルに対して，前処理行列に関するノルムの意味で残差が最小と

なる解に破綻することなく収束することを証明する．特に，consistentな系の場合，初期
ベクトルを係数行列に対して右前処理した行列の値域に入るようにとれば，前処理行列に

関するノルムでの最小ノルム解に収束することも証明する．さらに，通常，CG法の両側
前処理の計算量を削減するのに用いられる Eisenstat’s trickを SSOR右前処理に適用した
MINRES法を提案し，同手法の有効性を電磁場解析などで生じる半正定値系に対する数
値実験により検証する．最後に，反復をリスタートすることにより，残差をさらに小さく

できることを示す．

Abstract
Consider solving large sparse symmetric singular linear systems. We first introduce the al-

gorithm for the right preconditioned MINRES and prove that the right preconditioned MIN-
RES converges to the preconditioner weighted least squares solution without breakdown for
an arbitrary right hand side vector and an arbitrary initial vector even if the linear system is
singular. Especially, when the linear system is consistent, we prove that the right precondi-
tioned MINRES converges to a min-norm solution with respect to the preconditioner if the
initial vector is in the range space of the right preconditoned coefficient matrix.

Further, we propose the right preconditioned MINRES using SSOR with Eisenstat’s trick.
Some numerical experiments on semi-definite systems in electromagnetic analysis etc. in-
dicate that the right preconditoned MINRES using Eisenstat SSOR is efficient and robust.
Finally, we show that the residual norm can be further reduced by restarting the iterations.
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1. はじめに

A ∈ Rn×n を大規模疎で特異対称行列，x, b ∈ Rn とし，連立一次方程式

Ax = b(1.1)

または最小二乗問題 ( [3])
minx∈Rn
∥b − Ax∥2(1.2)

を数値的に解くことを考える．ここで，右辺ベクトル bは R(A) (Aの像空間)に必ずしも
属さないものと仮定する．以降，連立一次方程式の右辺ベクトル bが R(A)に属している
か否かで (1.1)，(1.2)を以下のように呼ぶ．

• consistent : b ∈ R(A)
• inconsistent : b < R(A)

本研究では，5章までは特異対称系に対する前処理付き反復法の定式化ならびにその手
法の収束定理の証明といった理論的解析を行う．ここで言う理論的解析とは，丸め誤差に

よる数値誤差がないという仮定の上での解析である．6章からは，5章までの議論を踏ま
えた前処理を提案し，特異対称系の部分集合である半正定値対称系 (A ∈ Rn×n が半正定値

行列)に対して数値実験を行い，その有効性を検証する．今回特異系のうちの半正定値系
に対して数値実験による検証を行ったのは，電磁場解析といった応用分野で生じる半正定

値系に対して，前処理付き反復法の開発の必要性があったのがきっかけである．

1.1 正則系と特異系

本節では本研究の位置づけを論じる．なお，1節にて述べたように，本研究が扱う系の
係数行列は対称とする．

正則系に対する前処理付き反復法の詳細は文献 [33]を参照されたい．
正則系に対する前処理付き反復法に対して，特異系に対する前処理付き反復法を検討す

るにあたり注意点として，以下の点が挙げられる．

• 正則系に対して収束が保証されている反復法は必ずしも特異系に適用した場合，収
束するとは限らない．

• 係数行列の核空間の自由度があるため，解が必ずしも一意に決まらない．
• 前処理付き反復法が収束に要する反復数が多くなるまたは十分な精度の解が得にく
い場合がある．

• 正則系のうち，特に定値系の前処理を特異系に利用する場合には工夫が必要になる
場合がある．
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一番目の注意点において既存の反復法のうち，今回特異対称系の反復法としてMINRES
法 ( [12, 16, 30, 43])を採用した根拠は，3.1.2節にて述べる．
二番目の注意点において解が一意に決まらない点は，特異系を解く場合はやむ得ず，連

立一次方程式 (1.1)または最小二乗問題 (1.2)の解の一つが得られればよいとする．
実際，今回数値実験に用いた準定常電磁場解析 ( [24])や静磁場問題 ( [23])で得られる
係数行列が半正定値であり，consistentな系 (静磁場問題は右辺ベクトルを係数行列の値域
に射影)を不完全コレスキ分解前処理付き CG法 (ICCG法と略記する)と CG法で解く場
合について，数学的には両手法で得られる解 xは必ずしも一致するとは限らないが，残差
ベクトル r = b − Axが十分小さくなったとき，各々の反復法が収束したと判定し，その
解を利用している．

三番目の注意点において対称系で悪条件な問題に対する反復法の関連研究としては，最

小二乗解のうち，解自体の二乗ノルムが最小となる解を得る手法として，3.1.4節で報告
する MINRES-QLP 法 ( [5–7]) や 3.1.5 節で報告する MR-2 法 ( [17])，Range Restricted
Minimal Residual(RRMR)法 ( [4])がある．本論文にて 6章で提案する Eisenstat’s trickを
SSOR 右前処理に適用した MINRES 法の性能を，MINRES-QLP 法，MR-2 法ならびに
RRMR法の性能と，係数行列が対称半正定値であり，inconsistentな問題によって数値実
験で比較し，提案手法が正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar∥2

∥Ab∥2 をより小さくできるという意
味で精度のよい解が得られることを示す．

四番目の注意点においては，係数行列が正定値の場合，6章で論じるように今回用いた
SSOR法を前処理として用いる場合，係数行列が正定値の場合は対角項が全て正の値なの
で，係数行列の対角成分による対角行列を利用できる．しかしながら係数行列が特異行列

の場合は対角項の値が全て正とは限らないので，対角行列の対角項の成分を元の係数行

列の対角項をそのまま用いることはできない．7章では，今回の数値実験にて工夫した点
を報告している．不完全コレスキー分解や修正コレスキー分解については，3.2.1節で論
じる．

1.2 特異系と半正定値系

半正定値系は特異系の部分集合である．特異系には半正定値系以外に不定値特異系があ

り，応用分野として，非圧縮流体を記述する Stokes方程式を有限要素法の一つの手法で
離散化した際に得られる系がある ( [42])．
半正定値系の応用分野として，2.1節にて全周ノイマン問題，2.2節にて準定常電磁場解
析，2.3節にて静磁場問題を報告する．
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1.3 研究課題

係数行列が特異な場合，以下の理由から連立一次方程式が inconsistentになる可能性が
ある．

1. 領域近似誤差
2. 右辺ベクトルを設定する際の誤差 (観測誤差)
3. 現象をモデリングする際の誤差

ところで，係数行列が特異な場合，連立一次方程式が consistentか inconsistentかは事前
にはわからない場合がある．対称半正定値な係数行列をもつ連立一次方程式が consistent
な場合，CG法は一つの解を与えることが数学的に保証されているが，inconsistentな場合
には，最小二乗解に収束するとは限らない．そこで，我々は対称特異な係数行列をもつ連

立一次方程式が inconsistent な場合でも最小二乗解を与える MINRES 法を反復法として
選択する．

そこで本論文では係数行列の特異性を考慮した MINRES 法の前処理法を提案する
[35–40]．
本論文では，右前処理MINRES法の定式化を行い，前処理行列を M としたとき，正則
系だけでなく，特異系に対しても M−1 に関するノルムでの残差ノルムを最小化する解に

破綻することなく収束するという定理を示す．その上で，CG法の両側前処理において計
算量削減のために用いられる Eisenstat’s trickをこの右前処理MINRES法にも使えるよう
にした，Eisenstat SSOR 右前処理 MINRES 法 (以後 E-SSOR 右前処理 MINRES 法と呼
ぶ) を提案する．また，数値実験により，E-SSOR 右前処理 MINRES 法の有効性を検証
する．

本論文の構成は以下のようである．第 2 章では本研究の物理的な応用分野について述
べる．第 3章では関連研究として基礎反復法に用いる Krylov部分空間法として，CG法，
MINRES法，GMRES法，MINRES-QLP法，MR-2法について論じる．さらに前処理と
して不完全コレスキ分解法ならびに内部反復法について記述し，特に特異系に適用する場

合の注意点を論じる．第 4章では，consistent，inconsistentに関わらず，対称特異な係数
行列をもつ連立一次方程式の（最小二乗）解を得るために，本研究で採用する MINRES
法のアルゴリズムについて論じる．次に第 5 章では，特異な係数行列をもつ連立一次方
程式に対し，右前処理した場合と左前処理した場合の問題の等価性を，連立一次方程式が

consistent，inconsistentな場合に分けて論じる．そして今回の研究では右前処理を採用し，
右前処理MINRES法の定式化を行い，その収束定理を示す．第 6章では E-SSOR右前処
理 MINRES法を提案する．第 7章では E-SSOR右前処理 MINRES法，スケーリング右
前処理MINRES法，前処理なしMINRES法を対称半正定値な係数行列をもつ連立一次方
程式に適用した場合の数値実験を通して，E-SSOR右前処理 MINRES法の有効性を検証
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する．第 8章ではMINRES法をリスタートすることを提案し，残差をさらに小さくでき
る事例があることを示す．第 9章では inconsistentな系に対し，リスタート計算を含めて
E-SSOR右前処理 MINRES法を適用し，正規方程式の相対残差ノルムにより解の精度を
評価する．第 10章でまとめを行い，第 11章にて今後の研究課題を述べる．さらに付録に
おいて，付録. 3ではMINRES法に比べ，丸め誤差に強い GMRES法と本研究で提案する
リスタート E-SSOR右前処理 MINRES法を係数行列が悪条件で inconsistentな系に適用
した場合の数値実験結果を比較する．付録. 4では Eisenstat’s trickを IC(0)右前処理に適
用したMINRES法を inconsistentな系に適用したときの数値実験結果を報告し，本研究で
提案する E-SSOR 右前処理 MINRES 法と性能を比較する．付録. 5 では 4 倍精度演算に
よる E-SSOR右前処理MINRES法の数値実験結果を報告し，丸め誤差の影響を検証する．
付録. 6ではMR-2法，Range Restricted Minimal Residual(RRMR)法とMINRES-QLP法
という関連研究の手法を inconsistentな系で特に係数行列が悪条件である場合を中心に適
用したときの数値実験結果を報告し，本研究で提案する E-SSOR右前処理MINRES法と
性能を比較する．
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2. 応用分野

本節では今回の研究対象の特異系のうち，特に半正定値系の応用分野を論じる．

2.1 応用分野 1　 (全周ノイマン問題)

(1.1)の応用分野の一つとして，次の全周ノイマン問題が挙げられる ( [27])．

−∇ · (B∇u) = f in Ω ∈ Rd

−n · (B∇u) = g on Γ

ここで B(x) ∈ L∞(Ω,Rd×d)は半正定値関数とする．
この問題を有限差分法や有限要素法で離散化する際，領域 Ωを多角形 Ω̂で近似するこ

とによる近似誤差が混入するため，対称半正定値な係数行列をもつ，inconsistentな連立
一次方程式が得られることが報告されている ( [27])．

2.2 応用分野 2　 (準定常電磁場解析)

(1.1)の応用分野の一つとして，次の準定常電磁場解析が挙げられる ( [24])．

∇ × (µ∇ × A⃗m) + jωσ(A⃗m + ∇V) = J⃗0

jω∇ · σ(A⃗m + ∇V) = 0

∇ · J⃗0 = 0

ここで A⃗m はベクトルポテンシャル，V はスカラポテンシャル，J⃗0 は強制電流，µは磁気

抵抗率，ωは角周波数，σは導電率を表す．この偏微分方程式を辺有限要素法で離散化し，

A⃗m，V を未知数とした時，係数行列が半正定値で consistent な連立一次方程式が得られ
る．辺有限要素法による離散化による数値誤差により，∇ · J⃗0 = 0は厳密には満たされな
いことはあるが，今回の定式化に当たっては離散化後も ∇ · J⃗0 = 0が満たされた問題とし
て解くので consistentな系になり，物理的にも consistentな系としないと意味をなさない．

2.3 応用分野 3　 (静磁場問題)

(1.1)，(1.2)の応用分野の一つとして，次の静磁場問題が挙げられる ( [23])．

∇ × (µ∇ × A⃗m) = J⃗ in Ω ∈ Rd

ここで A⃗m はベクトルポテンシャル，J⃗ はコイル電流密度ベクトル，µは透磁率，Ωは解
析領域である．この偏微分方程式を辺有限要素法で離散化し，A⃗m，V を未知数としたと
き，係数行列は対称半正定値になる．解析領域 Ωにおいて， ∇ · J⃗ = 0を満たさない J⃗ を
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使用して右辺ベクトルを求めた場合，または数値誤差によって右辺ベクトルが半正定値で

ある係数行列の値域に入らない場合，inconsistentな連立一次方程式が得られる．この場
合，CG法，前処理付き CG法は収束しない．
そこで，既存の研究では右辺ベクトルを，半正定値な係数行列の値域成分とその直交補

空間成分に分離し，右辺ベクトルの値域成分を新規の右辺ベクトルとする．これにより，

半正定値な係数行列を持ち，consistentな連立一次方程式になる．この場合には，CG法，
前処理付き CG法は収束するので，それによって解を得る．
しかしながら，この手法では，半正定値な係数行列の値域成分とその直交補空間成分に

分離する補正計算が必要になる．この補正計算をせずに inconsistentな連立一次方程式を
直接解ければ，この応用分野 3の静磁場問題の解法としても役に立つと考えられる．そこ
で，本研究ではこの係数行列が半正定値かつ inconsistentな連立一次方程式を解くことを
考える ( [10])．
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3. 関連研究

3.1 Krylov部分空間法

Krylov部分空間を Kk(A, r0) = span(r0, Ar0, ...., Ak−1r0)とする．ここで x0 は反復法にお

ける初期近似解，r0 = b − Ax0 は初期残差ベクトルを意味する．大規模疎行列の固有値計

算や，大規模疎行列を係数行列とする連立一次方程式の反復解法として，この Krylov部
分空間の中で解を見つける手法が用いられる．本節では Krylov部分空間法を紹介し，特
異系に対しても含め，論じる．

3.1.1 CG法

CG 法 (共役勾配法，Conjugate Gradient method [22], [41]) は，係数行列が正定値対称
である連立一次方程式では収束が保証されており，MINRES 法に比べ，一反復当たりの
計算量は少ない．

CG法のアルゴリズムを付録. 1の Algorithm 6に示す．
また係数行列が半正定値であっても，consistent な連立一次方程式であれば CG 法は
収束し，初期ベクトルを係数行列の値域に入るようにとれば，最小ノルム解に収束する

( [18], [19])．
一方で係数行列が半正定値かつ inconsistentな連立一次方程式に対しては CG法は最小
二乗解に必ずしも収束しない．

3.1.2 MINRES法

文献 [21]より，係数行列 Aが対称な場合は，MINRES法 ( [12, 16, 30, 43])は GMRES
法 ( [33, 34]) と数学的に等価であり，R(A) = R(AT ) なので，GMRES 法が破綻なく収束
するための必要十分条件を満たすので，MINRES法も特異系に対し，破綻なく収束する．
つまり，MINRES法は係数行列が特異な場合，consistent，inconsistentに関わらず (最小
二乗) 解を与える．不定値行列の場合も解を与える．応用分野 2 のように係数行列が半
正定値で consistent な連立一次方程式となる応用例もあるが，一般に偏微分方程式や積
分方程式の離散化により得られた特異系では，1.3節で述べたように，連立一次方程式が
inconsistentになる場合がある．対称特異な係数行列をもつ連立一次方程式が与えられた
時，係数行列の核空間または値域がわかれば，右辺ベクトルを係数行列の値域成分に射影

することにより，元々 inconsistentな場合でも consistentな連立一次方程式として解くこ
とは可能であるが，一般には行列の核空間または値域はわからない．そこで本研究では

consistent，inconsistentに関わらず，対称特異な係数行列をもつ連立一次方程式の（最小
二乗）解を得るためにMINRES法を用いる．
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3.1.3 GMRES法

GMRES 法 (一般化最小残差法，Generalized Minimal Residual method [33, 34]) は，
MINRES法が係数行列が対称な連立一次方程式の場合のみ適用可能であるのに対し，非対
称の連立一次方程式の場合でも係数が正則であれば，収束する．MINRES法同様，Krylov
部分空間において，最小二乗解を求める手法である．

GMRES 法は，係数行列 A が非対称な場合も含め，連立一次方程式 Ax = b に対し，
Krylov部分空間を Kk(A, r0) = span(r0, Ar0, ...., Ak−1r0) (x0 は反復法における初期近似解，

r0 = b − Ax0 は初期残差ベクトル)において，
xk ∈ x0 + Kk(A, r0) s.t. ∥b − Axk∥2 = minx ∥b − Ax∥2 が示すように，解 xk を探し，残

差の 2乗ノルム ∥b − Axk∥2 を最小化する手法である．
GMRES法のアルゴリズムを付録. 2の Algorithm 7に示す．
GMRES 法は MINRES 法が行列の三重対角化に三項間漸化式である Lanczos 法を用
いているに対し，Hessenberg 行列を用い，修正 Gram-Schmidt の直交化を行う．修正
Gram-Schmidt の直交化は，求めた全ての正規直交基底との直交化を行うため，GMRES
法はMINRES法より丸め誤差に強い反面，計算量と必要な記憶容量が多い．
特異系に対し，GMRES法が任意の右辺ベクトルと任意の初期ベクトルに対して，破綻す
ることなく，最小二乗解に収束するために必要十分条件は，文献 [21]より，N(A) = N(AT )
である．

また文献 [21]より，consistentな連立一次方程式に対しては，R(A)∩ N(A) = {0}であれ
ば，破綻することなく，連立一次方程式の解に収束する．

3.1.4 MINRES-QLP法

悪条件の問題に対し，MINRES法の性能を向上させる方法として，近年，MINRES-QLP
法 ( [5–7])が提案されている．MINRES-QLP法は，特に，MINRES法において Lanczos
法から得られる三重対角行列の QR分解に相当する部分について工夫をしている．また対
称特異系に対してMINRES法は最小二乗解を与え，consistentな系については，解自体の
2乗ノルムが最小となる解を与えるものの，inconsistentな系については，必ずしも解自体
の 2乗ノルムが最小となる解を与えない．これに対して，MINRES-QLPは，consistent，
inconsistentな系に対して最小二乗解のうち，解自体の 2乗ノルムが最小となる解を与え
る手法である．悪条件な問題に対しては，MINRES-QLP 法は MINRES 法より精度のよ
い解を与えることが報告されている．

3.1.5 MR-2法と Range Restricted MINRES法

MINRES 法は，3.1.2 節で述べたように，Krylov 部分空間である，Kk(A, r0) =
span(r0, Ar0, ...., Ak−1r0) (x0 は反復法における初期近似解，r0 = b − Ax0 は初期残差ベク

トル)の中で，残差の 2乗ノルム ∥b − Axk∥2 を最小とする解 xk を求める手法である．
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これに対し，悪条件の問題を考える場合，Krylov部分空間 Kk(A, r0) = span(r0, Ar0, ...., Ak−1r0)
でなく，初期ベクトルを 0 とし，Kk(A, Ab) = span(Ab, A2b, ...., Ak b) の中で，残差の 2
乗ノルム ∥b − Axk∥2 を最小とする解 xk を求める手法である，MR-2 法 ( [17])，Range
Restricted Minimal Residual(RRMR) 法 ( [4]) が提案されている．提示されている実装ア
ルゴリズムは異なるが，理論上の手法は同じである．

理論上は，対称特異系に対し，解自体の 2乗ノルムを最小とする最小ノルム解を求める
ことになっており，それにより，悪条件の問題に対し，MINRES法の性能を向上させるこ
とを狙いとしている．

しかしながら，2.3 節ならびに 7.3 節で扱う静磁場問題の一例である inconsistent な問
題，7.4節で扱う，二つの半正定値行列に対して設定した inconsistentな問題に対しては，
MR-2法は，MINRES法と比較し， ∥Ar∥2

∥Ab∥2 を小さくできたとはいえず，効果があるとは言
えなかった．

また，MR-2法，RRMR法も前処理を使うと，係数行列 Aが特異の場合，解自体の 2乗
ノルムを最小とする最小ノルム解に必ずしも収束しない．

3.2 前処理

ここでは，前処理の概要と特異系に適用する場合の注意点について報告する．Krylov
部分空間法に対する前処理は，スケーリング前処理や ILU(0)前処理に代表される直接型
前処理と定常反復法等に基づく可変的前処理やマルチグリッド前処理に代表される反復型

前処理に大きく分けることができる．Krylov 部分空間法およびその前処理の詳細につい
ては [33]を参照されたい．　

3.2.1 不完全コレスキー分解

不完全コレスキー分解 ( [28])は，対称行列について，Lを下三角行列としたとき，LLT

といった形で元の係数行列の近似行列を構築する．下三角行列 Lの零，非零パターンは予
め決めておく．

不完全コレスキー分解のアルゴリズムを次ページに示す ( [41])．なお，行列の下の添
え字は例えば (i, j)ならばその行列の (i, j)成分を意味する．また，Lの下三角成分のうち
L(i, j) = 0となるよう，予め決めた (i, j) (ただし，i > j)の集合を Z とする．
行列 Aが正定値対称でもあっても，任意の Z に対して不完全コレスキー分解が存在す
る訳ではない．任意の Z に対し不完全コレスキー分解ができるような対称行列のクラス
として，対角要素が正の H行列が知られている ( [41])．
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1: for i = 1, 2, ..., n
2: for j = 1, 2, ..., i
3: L(i, j) = A(i, j)

4: end do
5: end do
6: for k = 1, 2, ..., n
7: L(k,k) =

√
L(k,k)

8: w = 1/L(k,k)

9: for i = k + 1, k + 2, ..., n
10: if (i, k) ∈ Z then
11: L(i,k) = 0
12: else
13: L(i,k) = L(i,k)w
14: end do
15: for j = k + 1, k + 2, ..., n
16: if ( j, k) < Z then
17: for i = j, j + 1, ..., n
18: if ((i, j) < Z ∧ (i, k) < Z) then
19: L(i, j) = L(i, j) − L(i,k)L( j,k)

20: end do
21: end do
22: end do
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3.2.2 内部反復法

前処理として，反復法を用いるが，本論文では特に反復法として定常反復法を用いるも

のを内部反復法と呼ぶ ( [1, 2, 25, 26, 29])．内部反復法が効果があるためには，内部反復法
に相当する前処理行列 M が正則かつ元の係数行列 Aの近似行列であることが望ましい．
元の係数行列 Aが特異行列の場合，対角成分が必ずしも正の値ではなく，特に対角項が

0である場合，例えば SSOR法や SOR法を内部反復法として用いる場合，対角項を 0以
外にする必要がある．
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4. MINRES法

Krylov部分空間を Kk(A, r0) = span(r0, Ar0, ...., Ak−1r0)とする．ここで x0 は反復法にお

ける初期近似解，r0 = b− Ax0 は初期残差ベクトルを意味する．MINRES法は係数行列が
対称な連立一次方程式に対し，

xk ∈ x0 + Kk(A, r0) s.t. ∥b − Axk∥2 = minx ∥b − Ax∥2
となる解 xk を求める反復法である．

4.1 MINRES法の実装アルゴリズム

MINRES法の実装アルゴリズムを Algorithm 1に示す．

Algorithm 1 : MINRES method (実装版)
1: v(0) = 0, w(0) = 0, w(1) = 0
2: Choose initial approximate solution x(0), compute v(1) = b − Ax(0)

3: Set γ1 = ∥v(1)∥2, set η = γ1, s0 = s1 = 0, c0 = c1 = 1
4: for j = 1 until convergence do
5: v( j) = v( j)/γ j

6: δ j = (Av( j), v( j))
7: v( j+1) = Av( j) − δ jv( j) − γ jv( j−1)

8 : γ j+1 = ∥v( j+1)∥2
9: α0 = c jδ j − c j−1s jγ j, α1 =

√
α0

2 + γ j+1
2

10: α2 = s jδ j + c j−1c jγ j, α3 = s j−1γ j

11: c j+1 = α0/α1, s j+1 = γ j+1/α1

12: w( j+1) = (v( j) − α3w( j−1) − α2w( j))/α1

13: x( j) = x( j−1) + c j+1ηw( j+1)

14 : η = −s j+1η　

15: r j = b − Ax( j)

16: check convergence
17:end do

ここで，係数行列が正則な場合または特異行列でも consistentな連立一次方程式の場合，
15行目の残差ベクトル r j は計算する必要がなく，14行目で計算する ηに対して |η|は残
差ノルムになるので，これを用いて 16行目の収束判定を行うことができる．しかしなが
ら，係数行列が特異かつ連立一次方程式が inconsistentな場合，|η|は必ずしも残差ノルム
にならないので，16行目の収束判定には，15行目の残差ベクトルの計算が必要となる．
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4.2 MINRES法の理論的アルゴリズム

4.1節に記述した Algorithm 1は，実装の上では丸め誤差による数値誤差があるものの
γ j+1 が十分小さい値になることはありえ，その場合の実装を考慮する必要はあり得る．し

かしながら，今回の数値実験ではその点は考えず，Algorithm 1に従って，実装し，プロ
グラムが破綻することはなかった．γ j+1 が十分小さな値になった場合の実装については今

後の課題とする．しかしながら，数値誤差がないとして理論上は Algorithm 1の 8行目の
γ j+1 が 0となった場合を考慮し，以下の Algorithm 1.1をMINRES法の理論的アルゴリ
ズムとして示す．なお，γ j+1 が 0となったとき，MINRES法は破綻すると呼ぶ．

Algorithm 1.1 : MINRES method (理論版)
1: v(0) = 0
2: Choose initial approximate solution x(0), compute v(1) = b − Ax(0)

3: Set γ1 = ∥v(1)∥2, set η = γ1, s0 = s1 = 0, c0 = c1 = 1
4: for j = 1 until convergence do
5: v( j) = v( j)/γ j

6: δ j = (Av( j), v( j))
7: v( j+1) = Av( j) − δ jv( j) − γ jv( j−1)

8 : γ j+1 = ∥v( j+1)∥2, If γ j+1 = 0, go to line 11
9: Form the approximate solution x j = x0 + [v(1), ...., v( j)]y j

where y = y j minimizes ∥r j∥2 = ∥γ1e1 − T̄ jy∥2. If Ar j = 0, goto 11
10:end do
11: k := j
12: Form the approximate solution xk = x0 + [v(1), ...., v(k)]yk

where y = yk minimizes ∥rk∥2 = ∥γ1e1 − T̄k y∥2.

ここで，行列 T̄k ∈ R(k+1)×kは三重対角行列で，(i, i) (1 ≤ i ≤ k)成分が δi，(i, i+1) (1 ≤ i ≤
k)成分ならびに (i+ 1, i) (1 ≤ i ≤ k− 1)成分が γi である．また，e1 = [1, 0, ...., 0]T ∈ R(k+1)

である．　
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5. 前処理付き MINRES法

文献 [12]では係数行列が正則な連立一次方程式にMINRES法を適用する場合，以下の
2つの理由から前処理行列 M は正定値対称でなければならないとしている．

• 前処理付き MINRES法は，行列 M−1 に関する残差ノルムを最小化しているため，

M−1 に関するノルムを定義できなければいけない．

• 正定値対称行列 M はコレスキー分解 LLT(LT は L の転置行列を意味する) できる
ので，両側前処理を用いることにより，前処理後の係数行列の対称性が保たれ，

MINRES法が直接適用可能である．

しかしながら，係数行列が特異な場合についての前処理の仕方については文献 [12]で
は議論がされていない．そこで以下 5.1節では実対称特異な係数行列をもつ連立一次方程
式にMINRES法を適用する場合の前処理の仕方について議論し，inconsistentな連立一次
方程式の場合，左前処理よりも右前処理の方が問題の等価性を保ちやすいことを示す．ま

た 5.2節では，5.1節での議論を踏まえ，右前処理MINRES法の定式化を行う．

5.1 右前処理と左前処理

MINRES法が Krylov部分空間において残差の 2乗ノルムを最小化する解を求める手法
であることは，4章で述べた．文献 [20]に残差の 2乗ノルムを最小化する解を見つける問
題に関して，行列 A ∈ Rm×n が与えられたとき，行列 B ∈ Rn×m を右前処理とした場合につ

いては定理 5.1が示されている．

定理 5.1 ( [20], 2010) (右前処理の場合) 行列 A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×m に対して，

minx∈Rn
∥b − Ax∥2 = minz∈Rm

∥b − ABz∥2 f or ∀b ∈ Rm(5.1)

の必要十分条件は R(A) = R(AB)である．

一方，行列 B ∈ Rn×m を左前処理とした場合については定理 5.2が示されている．

定理 5.2 ( [20], 2010) (左前処理の場合) 行列 A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×m に対して，

∥b− Ax∗∥2 = minx∈Rn ∥b− Ax∥2 ⇔ ∥Bb− BAx∗∥2 = minx∈Rn ∥Bb− BAx∥2 f or ∀b ∈ Rm

の必要十分条件は R(A) = R(BTBA)である．

ここではさらに特異な係数行列を持つ連立一次方程式が consistent である場合，定理
5.1，定理 5.2 それぞれが示す右前処理および左前処理した際の問題の等価性を保つため
の必要十分条件が緩和できるかどうかを検証する．ただし，N(B)は行列 Bの核空間を意
味する．
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左前処理の場合については，以下の定理 5.3が示すように，連立一次方程式が consistent
なとき，問題の等価性を保つための必要十分条件を緩めることができる．

定理 5.3 A ∈ Rm×n，B ∈ Rl×m，x ∈ Rn，b ∈ Rm とする．

b ∈ R(A) ならば，BAx = Bb⇒ Ax = b の必要十分条件は R(A) ∩ N(B) = {0} である．
(⌈BAx = Bb⇐ Ax = b⌋は常に成立する．)

証明 b ∈ R(A)ならば r = b − Ax ∈ R(A)が成立する．したがって，
Bb − BAx = Br = 0 ⇐⇒ r ∈ R(A) ∩ N(B) が成り立つ．よって Br = 0 ならば

r = b − Ax = 0が成立するための必要十分条件は R(A) ∩ N(B) = {0}である． □

定理 5.3が示す，consistentな連立一次方程式に対して左前処理を適用した場合に，問
題の等価性を保つ必要十分条件を満たす特殊な場合として，以下の注意 1，注意 2，注意
3を示す．

注意 1 rank(B) = m (≤ l)⇔ N(B) = {0} =⇒ R(A) ∩ N(B) = {0}

注意 2 特に B ∈ Rm×m が正則行列ならば N(B) = {0}であるので，R(A) ∩ N(B) = {0}が成
立する．

線形代数的にも下記が成立する．

注意 3 R(A) = R(BTBA) =⇒ R(A) ∩ N(B) = {0}

証明 R(A) = R(BTBA) ⊆ R(BT), N(B) = R(BT)⊥ □

したがって，確かに定理 5.3の consistentな場合の条件は，定理 5.2の inconsistentな場
合の条件よりも緩くなっている．

次に，定理 5.1が示す，右前処理した場合の問題の等価性を保つ必要十分条件が，連立
一次方程式が consistentな場合に緩和できるか検証する．そこで，以下の定理 5.4が成立
する．

定理 5.4 A ∈ Rm×n，B ∈ Rn×l，b ∈ Rm とする．

b ∈ R(A)ならば，
∃x ∈ Rn; Ax = b⇒ ∃z ∈ Rl; ABz = b(5.2)

の必要十分条件は R(A) = R(AB)である．(⌈∃x ∈ Rn; Ax = b ⇐ ∃z ∈ Rl; ABz = b⌋は常に
成立する．)

証明 R(A) = R(AB) が十分条件になることをまず証明する．R(A) ≡ {Ax | x ∈ Rn}，
R(AB) ≡ {ABz | z ∈ Rl} であるので，R(A) = R(AB) であるための必要十分条件は，
{Ax | x ∈ Rn} = {ABz | z ∈ Rl}である．
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b ∈ R(A)より，∃x ∈ Rn; Ax = b⇒ ∃z ∈ Rl; ABz = bが成立する．
次に R(A) = R(AB)が必要条件になることを背理法で証明する．R(A) , R(AB)とすると

R(A) ⊃ R(AB)であるから ∃b ∈ R(A) \ R(AB)である．
∃b ∈ R(A) \ R(AB)⇔ ∃b,∃x; b = Ax, b , ABz f or all z ∈ Rl が成立する．

したがって，∃x ∈ Rn; Ax = b ⇒ ∃z ∈ Rl; ABz = bが成立しない b ∈ R(A)が存在する．
よって R(A) = R(AB)が必要条件であることが示された． □

定理 5.4より，定理 5.1が示す，右前処理した場合の問題の等価性を保つ必要十分条件
は，連立一次方程式が consistentな場合でも緩和できず，同様の必要十分条件であること
が示された．

定理 5.4が示す，consistentな連立一次方程式に対して右前処理を適用した場合に，問
題の等価性を保つ必要十分条件を満たす特殊な場合として，以下の注意 4を示す．

注意 4 行列 B ∈ Rn×n が正則ならば，R(A) = R(AB)が成立する．

証明 R(A) = {Ax| x ∈ Rn} = {ABB−1x| x ∈ Rn} = {ABz| z = B−1x, x ∈ Rn} = {ABz| z ∈
Rn} = R(AB) □

したがって，行列 B ∈ Rn×n が正則ならば，行列 A ∈ Rm×n に対して，定理 5.4 から式
(5.2)が成立する．
以上の議論から特異な係数行列をもつ連立一次方程式が consistent な場合，行列

A ∈ Rn×n は特異行列，行列 B ∈ Rn×n は正則行列としたとき，

Ax = b⇔ BAx = Bb⇔ ABz = b, (x = Bz)(5.3)

が成立する．式 (5.3)が意味することは，特異な係数行列をもつ，consistentな連立一次方
程式に対して左前処理，右前処理をしても前処理行列が正則であるという条件のみで問題

の等価性が保たれることである．

次に特異な係数行列をもつ連立一次方程式が inconsistentな場合について議論する．
Aが特異行列で Bが正則行列の場合，

• R(A) = R(AB)は成立するが，
• R(A) = R(BTBA)は必ずしも成立しない．

さて，右前処理の場合は，定理 5.1(および定理 5.4)から，特異行列 Aを係数行列とす
る連立一次方程式に対して，Bが正則行列でありさえすれば，行列 Bを前処理行列とした
右前処理を用いれば元の問題 (1.1)または (1.2)の等価性は保つことができる．
一方で左前処理の場合は，元の連立一次方程式の係数行列 Aが特異で inconsistentな場
合 Bが正則行列という条件だけでは，R(A) = R(BT BA)は必ずしも成立しないため，問題
の等価性が保たれるとは限らない．
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本節の議論は，特異系に対して前処理付き GMRES法を適用する場合，右前処理の際は
前処理行列が正則という条件のみで問題の等価性を保つことを示している．

5.2 右前処理 MINRES法

M を対称正定値行列とし，元の最小二乗問題 minx∈Rn ∥b − Ax∥2 に対し，右前処理した
特異な係数行列をもつ最小二乗問題

minz∈Rn
∥b − AM−1 z∥2(5.4)

を考える．M−1 は正定値行列であるので，正則行列である．したがって R(A) = R(AM−1)
を満たすので B = M−1 として，式 (5.1)および式 (5.2)が成立し，式 (5.4)と式 (1.2)は等
価である．

しかしながら，式 (5.4) において行列 A と M がそれぞれ対称であっても，係数行列
AM−1 は対称とは限らない．このため，(特異な係数行列をもつ最小二乗問題)(5.4) に Rn

の標準内積を使った通常のMINRES法は適用できない．
そこで式 (5.4)にMINRES法を適用して，右前処理MINRES法のアルゴリズムを導出
するために以下のポイントを利用する．ただし，

定義 5.5 (x, y)M−1 = xTM−1y

と定義する．行列 M が対称正定値なため，上記は内積の条件を満たしている．ここで
A は対称なので (AM−1x, y)M−1 = (x, AM−1y)M−1 より，右前処理した係数行列 AM−1 は

行列 M−1 に関する内積について自己随伴なので，行列 M−1 に関する内積空間における

MINRES法を最小二乗問題 (5.4)に適用することが可能である．このようにして導出した
右前処理MINRES法のアルゴリズムの概要は Algorithm 2のようになる．

Algorithm 2 : Right preconditioned MINRES (essence)
1:Find

zk ∈ Mx0 + Kk(AM−1, r0) s.t. ∥b − AM−1 zk∥M−1 = minz∈Rn
∥b − AM−1 z∥M−1

2: Compute the solution xk = M−1 zk

右前処理MINRES法では M−1 に関するノルムでの残差ノルムを最小化する．したがっ

て，inconsistentな場合は一般に元の残差の 2ノルム最小の解とは異なる解を与える．さ
らに，Algorithm 3に定式化した右前処理 MINRES法のアルゴリズムの実装アルゴリズ
ムを示す．M は前処理行列を意味する．

Algorithm 3に示した右前処理 MINRES法のアルゴリズムは，実装の上では丸め誤差
による数値誤差がものの Algorithm 3 の 10 行目の γ j+1 が十分小さい値になることはあ
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Algorithm 3 : Right preconditioned MINRES method　 (実装版)
1. v(0) = 0, w(0) = 0, w(1) = 0
2: Choose initial approximate solution x(0), compute v(1) = b − Ax(0)

3: u(1) = M−1v(1)

4: Set γ1 =
√

(v(1),u(1)), set η = γ1, s0 = s1 = 0, c0 = c1 = 1
5: for j = 1 until convergence do
6: v( j) := v( j)/γ j , u( j) := u( j)/γ j

7: δ j = (u( j), Au( j))
8: v( j+1) = Au( j) − δ jv( j) − γ jv( j−1)

9 : u( j+1) = M−1v( j+1)

10 : γ j+1 =
√

(v( j+1),u( j+1))
11: α0 = c jδ j − c j−1s jγ j, α1 =

√
α0

2 + γ j+1
2

12: α2 = s jδ j + c j−1c jγ j, α3 = s j−1γ j

13: c j+1 = α0/α1, s j+1 = γ j+1/α1

14: w( j+1) = (u( j) − α3w( j−1) − α2w( j))/α1

15: x( j) = x( j−1) + c j+1ηw( j+1)

16 : η = −s j+1η　

17: r j = b − Ax( j)

18: check convergence
19:end do

りえ，その場合の実装を考慮する必要はあり得る．しかしながら，今回の数値実験ではそ

の点は考えず，Algorithm 3 に従って，実装し，プログラムが破綻することはなかった．
γ j+1 が十分小さな値になった場合の実装については今後の課題とする．しかしながら，数

値誤差がないとして理論上は Algorithm 3 の 8 行目の γ j+1 が 0 となった場合を考慮し，
以下の Algorithm 3.1 を右前処理 MINRES 法の理論的アルゴリズムとして示す．なお，
γ j+1 が 0となったとき，右前処理MINRES法は破綻すると呼ぶ．
ここで，行列 T̄k ∈ R(k+1)×kは三重対角行列で，(i, i)(1 ≤ i ≤ k)成分が δi，(i, i+1)(1 ≤ i ≤ k)
成分ならびに (i + 1, i)(1 ≤ i ≤ k − 1)成分が γi である．また，e1 = [1, 0, ...., 0]T ∈ R(k+1) で

ある．

ここで，元の連立一次方程式の残差ベクトル r = b − Axの右前処理MINRES法におけ
る挙動を解析する．そのために，まず右前処理 MINRES法は，係数行列が対称である連
立一次方程式 (1.1)に適用した場合，係数行列が正則，特異に関わらず，任意の右辺ベク
トル，初期ベクトルに対して，前処理行列を M としたとき，M−1 に関するノルムでの残

差ノルムを最小化する解に破綻することなく収束するという定理を示す．

さらにその定理と重み付き最小二乗問題の一般論 (重み付き最小二乗問題と重み付き正
規方程式が等価であること) から，右前処理 MINRES 法の残差ノルムの挙動について論
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Algorithm 3.1 : Right preconditioned MINRES method　 (理論版)
1. v(0) = 0, w(0) = 0, w(1) = 0
2: Choose initial approximate solution x(0), compute v(1) = b − Ax(0)

3: u(1) = M−1v(1)

4: Set γ1 =
√

(v(1),u(1)), set η = γ1, s0 = s1 = 0, c0 = c1 = 1
5: for j = 1 until convergence do
6: v( j) := v( j)/γ j , u( j) := u( j)/γ j

7: δ j = (u( j), Au( j))
8: v( j+1) = Au( j) − δ jv( j) − γ jv( j−1)

9 : u( j+1) = M−1v( j+1)

10 : γ j+1 =
√

(v( j+1),u( j+1)), If γ j+1 = 0, go to line 13
11: Form the approximate solution z j = z0 + [v(1), ...., v( j)]y j

x j = M−1 z j = M−1 z0 + M−1[v(1), ...., v( j)]y j

where y = y j minimizes ∥r j∥M−1 = ∥γ1e1 − T̄ jy∥2, If AM−1r j = 0, goto 13
12:end do
13: k := j
14: Form the approximate solution zk = z0 + [v(1), ...., v(k)]yk

xk = M−1 zk = M−1 z0 + M−1[v(1), ...., v(k)]yk where y = yk minimizes ∥rk∥2 = ∥γ1e1 − T̄k y∥2

じる．

5.3 右前処理 MINRES法の収束解析

Algorithm 2，Algorithm 3.1で示した右前処理MINRES法を係数行列が正則，特異い
ずれの場合も含めて係数行列が対称な連立一次方程式に適用した場合に以下の定理が成立

する．

定理 5.6 右前処理MINRES法は，正則な系のみならず，特異系に対しても，任意の b ∈ Rn，

任意の初期ベクトル x(0) ∈ Rn(= M−1 z(0))に対し，破綻することなく

minx∈Rn
∥b − Ax∥M−1 = minz∈Rn

∥b − AM−1 z∥M−1

の解 x = M−1 zに収束する．
また rankA = dimR(A) = r > 0としたとき，右前処理 MINRES法が収束に要する反復
数は，consistentな系 (b ∈ R(A))の場合は最大でも r，inconsistentな系 (b < R(A))の場合
は最大でも min(r + 1, n)である．ここで行列 Mは Algorithm 2，Algorithm 3における正
定値対称行列 M である．

証明
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rankA = dimR(A) = r > 0とし，

q1, .., qr : R(AM−1) = R(A)における行列 M−1に関する内積空間での直交基底　(5.5)

qr+1, .., qn : R(AM−1)⊥M−1 = R(A)⊥M−1における行列 M−1に関する内積空間(5.6)
での直交基底

とする．ここで，R(A)⊥M−1 は R(A)の行列 M−1 に関する内積空間での直交補空間を意味

する．そこで，行列 Q1,Q2,Qを次のように定義する．

Q1 : = [q1, ...., qr] ∈ Rn×r

Q2 : = [qr+1, ...., qn] ∈ Rn×(n−r)

Q : = [Q1,Q2] ∈ Rn×n

(5.5)，(5.6)から，行列 In ∈ Rn×n を単位行列としたとき，

QT M−1Q = In(5.7)

が成立する．従って，(5.7)を使えば，(M−
1
2 Q)TM−

1
2 Q = M−

1
2 Q(M−

1
2 Q)T であることも利

用し，

In = QT M−1Q

= (M−
1
2 Q)TM−

1
2 Q

= M−
1
2 Q(M−

1
2 Q)T

　　　　 = M−
1
2 QQTM−

1
2

となり，
QQT = M(5.8)

が成立する．行列 Â ∈ Rn×n を Â := QTM−1AM−1Qと定義すると，Q2
TM−1A = 0なので，

Â =
[

Q1
TM−1AM−1Q1 Q1

TM−1AM−1Q2
0 0

]
行列 A，Mが対称行列であることから行列 Âは対称行列になるため，Q1

TM−1AM−1Q2 =

0になる．したがって，行列 A11 ∈ Rr×r を A11 := Q1
TM−1AM−1Q1 と定義すると，

Â =
[

A11 0
0 0

]
(5.9)

となる．行列 Q，M が正則であることから，rank(A) = r = rank(Â) = rank(A11)であるこ
とから，行列 A11 は正則な対称行列になる．

そこで，本定理を証明するにあたり，文献 [21]での GMRES法を特異系も含めた系に
適用した場合の挙動解析にあたり，GMRES法を R(A)成分と R(A)⊥ 成分に分解している
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ように，右前処理MINRES法を R(A)成分と R(A)⊥M−1 成分に分解したアルゴリズムを考

える．

まず，残差ベクトル r = b − Ax = b − AM−1 z (x = M−1 z)に対して，∥r∥M−1 を分析する

ため，r̃ := QTM−1rを定義して，r̃を使う．そうすると，(5.8)，(5.9)を利用すると，

r̃ = QTM−1r(5.10)
= QTM−1b − QTM−1AM−1(QQTM−1)Mx

= QTM−1b −
[

A11 0
0 0

]
QTM−1 z　

=

[
b1 − A11 z1

b2

]
となる．ただし，

QTM−1b　 =
[

b1
b2

]
とし，z1 = Q1

TM−1 zとしている．
一方，(5.8)から，

r̃ = QTM−1r　
= Q−1r

であることから r = Qr̃となる．
したがって，(5.7)，(5.8)を利用すると，

∥b − Ax∥M−1
2 = ∥b − AM−1 z∥M−1

2

= ∥r∥M−1
2

= rTM−1r
= r̃TQTM−1Qr̃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 = r̃T r̃
= ∥r̃∥22

となる．よって，(5.10)より，

∥b − Ax∥M−1
2 = ∥b − AM−1 z∥M−1

2
= ∥r∥M−1

2 = ∥r̃∥22 = ∥b1 − A11 z1∥22 + ∥b2∥22(5.11)

となる．

ここで右前処理 MINRES 法は，Algorithm 2 の 1 が示すように zk を求めた上で，

Algorithm 2の 2が示すように xk = M−1 zk を求める手法である．

(5.11) を踏まえて，係数行列 A が特異の場合を考慮し，Algorithm 3.1 で示した右前
処理MINRES法を，R(AM−1)成分と R(AM−1)⊥M−1 成分に分解した右前処理MINRES法
(以後分解版右前処理MINRES法と呼ぶ)のアルゴリズムを Algoritm 4に示す．
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Algorithm 4 : Decomposed Right preconditioned MINRES method
R(AM−1) = R(A)成分　 R(AM−1)⊥M−1 = R(A)⊥M−1 　成分

1. v1
(0) = 0, w1

(0) = 0, w1
(1) = 0 v2

(0) = 0, w2
(0) = 0, w2

(1) = 0
2: b1 = Q1

TM−1b b2 = Q2
TM−1b

3: Choose initial approximate solution z(0)(= Mx(0))
4: Compute z1

(0) = Q1
TM−1 z(0) z2

(0) = Q2
TM−1 z(0)

5: v1
(1) = b1 − A11 z1

(0) v2
(1) = b2

6: Set γ1 = ∥v(1)∥M−1 = ∥QTM−1v(1)∥2 = (∥v1
(1)∥22 + ∥v2

(1)∥22)
1
2

7: Set η = γ1, s0 = s1 = 0, c0 = c1 = 1
8: for j = 1 until convergence do
9: v1

( j) := v1
( j)/γ j v2

( j) := v2
( j)/γ j

10: δ j = (M−1v( j), AM−1v( j)) = (v1
( j), A11v1

( j))
11: v1

( j+1) = A11v1
( j)−δ jv1

( j)−γ jv1
( j−1) v2

( j+1) = −δ jv2
( j)−γ jv2

( j−1)

12 : γ j+1 = ∥v( j+1)∥M−1 = (∥v1
( j+1)∥22 + ∥v2

( j+1)∥22)
1
2 , If γ j+1 = 0, go to line 15

13 : Form the approximate solution
z1

( j) = z1
(0) + [v(1)

1 , ...., v1
( j)]y j z2

( j) = z2
(0) + [v(1)

2 , ...., v2
( j)]y j

where y = y j minimizes ∥r1
( j)∥2 = ∥γ1v1

(1) − A11[v1
(1), ...., v1

( j)]y j∥2
= ∥b1 − A11 z1

(0) − A11[v1
(1), ...., v( j)

1 ]y j∥2
= ∥b1 − A11 z1

( j)∥2, If ∥r1
( j)∥2 = 0, go to line 15

14:end do
15: k :=j
16: Form the approximate solution
z1

(k) = z1
(0) + [v(1)

1 , ...., v1
(k)]yk z2

(k) = z2
(0) + [v(1)

2 , ...., v2
(k)]yk

where y = yk minimizes ∥r1
(k)∥2 = ∥γ1v1

(1) − A11[v1
(1), ...., v1

(k)]yk∥2
= ∥b1 − A11 z1

(0) − A11[v1
(1), ...., v(k)

1 ]yk∥2
= ∥b1 − A11 z1

(k)∥2
17: x(k) = M−1(Q1 z1

(k) + Q2 z2
(k))

ここで注意点としては分解しているのは解 xを求める部分ではなく，z = Mxを求めて
いるところであり，17行目は R(AM−1)成分と R(AM−1)⊥M−1 成分には分解していない．

正則な系，特異で consistent な系では b2 = 0 なので，Algorithm 4 で示した分解版右
前処理MINRES法の R(AM−1)成分は，A11 が正則な対称行列であるため，A11 z1 = b1 に

適用した MINRES 法と等価である．係数行列が対称な場合には MINRES 法と GMRES
法は等価であることと，文献 [34] が論じている GMRES 法が係数行列が正則な連立一
次方程式に適用された際に破綻することなく最小二乗解に収束することを示す議論か

ら，MINRES 法は対称正則な系に破綻することなく最小二乗解に収束する．したがっ
て，Algorithm 4で示した分解版右前処理MINRES法の R(AM−1)成分についても特異で
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consistentな系に対して，以下が成立する．

分解版右前処理MINRES法の R(AM−1)成分でのz1
( j)が minz1∈Rr

∥b1 − A11 z1∥2の解⇔ γ j+1 = 0

上記は，MINRES法が係数行列が正則かつ対称な連立一次方程式に適用された場合，破
綻することなく最小二乗解に収束することと同じことである．

対称行列 A11 ∈ Rr×r が正則であることならびに b1 ∈ Rr であることから，分解版右前処

理MINRES法の R(A) = R(AM−1)成分が

minz1∈Rr
∥b1 − A11 z1∥2

の解に収束するのに要する反復数は最大でも r(= rankA)である．
行列 A11 は正則なので，分解版右前処理 MINRES 法の R(A) = R(AM−1) 成分での z( j)

1

が
minz1∈Rr
∥b1 − A11 z1∥2

の解であれば，∥b1 − A11 z1
( j)∥2 = 0が成立する．

したがって，(5.11)より，右前処理MINRES法は特異で consistentな系ならびに正則な
系に対して，任意の b ∈ Rn，任意の初期ベクトル x(0) ∈ Rn(= M−1 z(0))に対し，破綻する
ことなく

minx∈Rn
∥b − Ax∥M−1 = minz∈Rn

∥b − AM−1 z∥M−1

の解 x = M−1 zに収束し，収束に要する反復数は最大でも r(= rankA)である．
次に特異で inconsistentな系に対して，本定理を証明する．そのために Algorithm 4に
示した分解版右前処理MINRES法について，以下の 4点を証明する．

(項目 1) γ j+1 , 0である限り，分解版右前処理MINRES法は破綻しない．
(項目 2) γ j+1 = 0ならば，R(A) = R(AM−1)成分の jステップ目で得られているz( j)

1

は，A11 z1 = b1 の解になる．

(項目 3) γ j+1 , 0である限り，rankV1
( j+1) ≥ j (V1

( j+1) = [v(1)
1 , ...., v1

( j+1)] ∈ Rr×( j+1))
である．

(項目 4) j ≤ nまでに必ず γ j+1 = 0になる．

まず，(項目 1) を証明する．Algorithm 4 の 12 行目で計算する γ j+1 が 0 でなければ，
次のステップでの 9行目の計算は 0割り計算でなく，分解版右前処理MINRES法は破綻
しない．

また実装の上でも Algorithm 3で示した右前処理MINRES法の実装版においても，γ j+1

が 0でなければ，11行目で計算される α1 =
√
α0

2 + γ j+1
2 は正の値になり，Algorithm 3

の 13行目，14行目での QR分解の対角項 α1 が正の値であるために，0割が起きないの
で，右前処理MINRES法の実装版も破綻しない．
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次に，(項目 2)を証明する．
まず V1

( j) = [v(1)
1 , ...., v1

( j)] ∈ Rr× j，V2
( j) = [v(1)

2 , ...., v2
( j)] ∈ R(n−r)× j と 2つの行列を定義

する．また，ここで，行列 T j ∈ R j× j は対称三重対角行列で，(i, i) (1 ≤ i ≤ j) 成分が δi，
(i, i + 1) (1 ≤ i ≤ j − 1)成分ならびに (i + 1, i) (1 ≤ i ≤ j − 1)成分が γi+1 とする．γ j+1 = 0
であれば，

A11V1
( j) = V1

( j)T j(5.12)

が成立する．まず γ j+1 = 0であれば，以下の 2つの事項を証明する．

(項目 a) rankV1
( j) = j − 1

(項目 b) 行列 T j は特異行列である．

まず，(項目 b)を証明する．γ j+1 = 0であるので，Algorithm 4に示した分解版右前処
理MINRES法の R(AM−1)⊥M−1 = R(A)⊥M−1 成分から V2

( j)T j = [0, ....0] ∈ R(n−r)× j である．

一方，行列 T j ∈ R j× j が正則であるとすると，T j
−1 は存在するので，V2

( j) = [0, ...., 0] ∈
R(n−r)× j になる．しかしながら，inconsistent な系である場合，b2 , 0 なので，v2

(1) = b2

ということから，V2
( j) の一列目のベクトルが 0 ということに反し，矛盾が起きる．した

がって，行列 T j ∈ R j× j は特異であり，(項目 b)は証明できた．
次に (項目 a)を証明する．(項目 b)が成立することから，∃w , 0 ∈ R j; T jw = 0が成立
する．したがって，V1

( j)T jw = 0を満たす w , 0 ∈ R j が存在する．よって，式 (5.12)よ
り，A11V1

( j)w = 0となる．行列 A11 ∈ Rr×r は正則行列であるので，V1
( j)w = 0となる．

仮に，v(1)
1 , ...., v1

( j) ∈ Rr が線形独立だとすると，w , 0であるので，V1
( j)w , 0が成立

となり，矛盾する．

したがって，v(1)
1 , ...., v1

( j) ∈ Rr は線形従属である．次に行列 V ( j) ∈ Rn×r を

V ( j)　 =
[

V1
( j)

V2
( j)

]
(5.13)

と定義する．そうすると，行列 V ( j) の各列ベクトルは線形独立であり，rankV ( j) = j
である．また inconsistent な場合を今回考えており，b2 , 0 なので，Algorithm 4 の
R(AM−1)⊥M−1 = R(A)⊥M−1 成分のアルゴリズムより，rankV2

( j) = 1である．したがって，正
則行列 F1 ∈ Rn×n ，正則行列 F2 ∈ R j× j が存在し，正則行列 F2 を右からかけてさらに正

則な行列 F1 を左からかける変換により，

F1V ( j)F2 =

[
V̂1

( j)

en−r, 0

]
(5.14)

となる．ここで V̂1
( j) ∈ Rr× j とする．また en−r = (1, 0, ....0)T ∈ Rn−r を表す．

もし，rankV1
( j) ≤ j − 2とすると，正則行列 F3 ∈ R j× j が存在し，さらに正則行列 F3 を

右からかける変換により，

F1V ( j)F2F3　 =
[

0 0 V̌ ( j)
1

en−r 0 0

]
(5.15)
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となり，rankV ( j) = jであることと矛盾する．なお， V̌ ( j)
1 ∈ Rr×( j−2) とする．したがって，

inconsistentな系に対しては，V1
( j) の列ベクトルが線形従属であることは示しているので，

rankV1
( j) = j − 1である．よって (項目 a)は証明できた．

(項目 a) rankV1
( j) = j − 1

であることから，

V1
( j)P =

[
0 Ṽ ( j−1)

1

]
(5.16)

となるような，正則行列 P ∈ R j× j が存在する．ここで Ṽ ( j−1)
1 ∈ Rr×( j−1) であり，

rankV1
( j) = j − 1であることと，行列 Pが正則行列であることから，rankṼ ( j−1)

1 　 = j − 1
になり，Ṽ ( j−1)

1 の列ベクトルは線形独立である．なお，行列 Q ∈ Rr× j を Q = V1
( j)Pと定

義する．式 (5.16)より，行列 Qの一列目は 0ベクトルである．

Q = V1
( j)P =

[
0 Ṽ ( j−1)

1

]
(5.17)

式 (5.12)に対して，正則行列 Pを右からかけることにより，

A11Q = QP−1T jP(5.18)

を得る．ただし，V1
( j)P = Qであり，行列 Pが正則行列であることを利用している．行列

S = [si, j] ∈ R j× j を S = P−1T jPと定義し，Ṽ ( j−1)
1 = [ṽ(1)

1 , ...., ṽ
( j−1)
1 ]としたとき，式 (5.17)

の第一列ベクトルが 0であることを考慮し，式 (5.18)の両辺の第一列ベクトルを比較する
と，0 = s2,1ṽ(1)

1 + s3,1ṽ(2)
2 + .... + s j,1ṽ( j−1)

1 が成立し，ṽ(1)
1 , ...., ṽ

( j−1)
1 は線形独立であることか

ら，s2,1 = s3,1 =, ....,= s j,1 = 0である．
行列 S ∈ R j× j の 1行目，1列目を除いた部分行列を S j−1 ∈ R( j−1)×( j−1) とし，式 (5.18)
の両辺の 2列目以降を比較すると，

A11Ṽ ( j−1)
1 = Ṽ ( j−1)

1 S j−1(5.19)

である．なお，rankṼ ( j−1)
1 = j − 1である．

行列 S j−1 の固有値を λ，それに相当する固有ベクトルを w1 , 0とする．w1 , 0である
ことと，rankṼ ( j−1)

1 = j − 1であることから，Ṽ ( j−1)
1 w1 , 0が成立する．

式 (5.19)より， A11Ṽ ( j−1)
1 w1 = Ṽ ( j−1)

1 S j−1w1 = λṼ
( j−1)
1 w1 となる．Ṽ ( j−1)

1 w1 , 0であるこ
とから，λは行列 A11 の固有値であり，Ṽ ( j−1)

1 w1 は λに相当する行列 A11 の固有ベクトル

になる．

行列 A11 は正則であることから，λ , 0であるので，行列 S j−1 ∈ R( j−1)×( j−1) は正則行列

になる．

一方，(項目 b)より，行列 T j は特異行列なので，行列 Pが正則行列であることを利用
すると，S = P−1T jPは特異行列である．したがって，s2,1 = s3,1 =, ....,= s j,1 = 0を利用
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すると，detS = s1,1detS j−1 = 0であるが，行列 S j−1 は正則行列であることから，s1,1 は 0
となる．したがって，行列 S = P−1T jPの一列目は 0ベクトルになる．
そこで，Algorithm 4で示した分解版右前処理MINRES法の 15行目に戻り，γ j+1 = 0
のとき，k := jであることと，式 (5.12)を使い，

min
yk∈Rk
∥γ1v1

(1) − A11[v1
(1), ...., v1

(k)]yk∥2 = min
yk∈Rk
∥γ1v1

(1) − A11V1
(k)yk∥2

= min
yk∈Rk
∥γ1v1

(1) − V1
(k)Tk yk∥2(5.20)

という最小二乗問題が解けることを示す．なお，ek = (1, ...., 0) ∈ Rk とする．

γ1v1
(1) − V1

(k)Tkyk = γ1V1
(k)ek − V1

(k)Tk yk

= γ1QP−1ek − QP−1Tk yk　

= γ1QP−1ek − QP−1TkP(P−1yk)　

ここで P−1ek = (α1, ...., αk)T ∈ Rk，P−1yk = (ỹ1, ...., ỹk)T ∈ Rk とする．

式 (5.18)において，行列 Qの一列目は 0ベクトルであることと，行列 S = P−1TkPの
一列目も 0ベクトルであることから，

γ1v1
(1) − V1

(k)Tkyk = γ1QP−1ek − QP−1TkP(P−1yk)　

= γ1Ṽ (k−1)
1 (α2, ...., αk)T − Ṽ (k−1)

1 S k−1(ỹ2, ...., ỹk)T

= Ṽ (k−1)
1 {γ1(α2, ...., αk)T − S k−1(ỹ2, ...., ỹk)T}

γ1 はスカラ値，S k−1 ∈ R(k−1)×(k−1) は正則行列で，rankṼ (k−1)
1 = k − 1なので

(ỹ2, ...., ỹk)T = γ1S k−1
−1(α2, ...., αk)T(5.21)

が式 (5.20)に示した最小二乗問題

min
yk∈Rk
∥γ1v1

(1) − A11[v1
(1), ...., v1

(k)]yk∥2

の解になり，このノルムは 0になる．
したがって，Algorithm 4で示した分解版右前処理 MINRES法において，γ j+1 = 0な
らば，k := jとしたとき，R(A)成分について

z1
(k) = z1

(0) + [v1
(1), ...., v1

(k)]yk

= z1
(0) + [0, ṽ(1)

1 , ...., ṽ
(k−1)
1 ]P−1yk

= z1
(0) + [ṽ(1)

1 , ...., ṽ
(k−1)
1 ]γ1S k−1

−1(α2, ...., αk)T

が最小二乗解になり，そのときの残差の二乗ノルムは 0になる．
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したがって，(項目 2)がいう，γ j+1 = 0ならば，R(A) = R(AM−1)成分の jステップ目で
得られているz( j)

1 は，A11 z1 = b1 の解になることは証明された．

次に (項目 3)を背理法で証明する．γ j+1 , 0である限り，(項目 2)の証明での式 (5.13)
で定義された V ( j+1) ∈ Rn×( j+1) (ただし， j を j + 1 に変更) は，行列 M−1 の内積空間で

の直交基底なので，rankV ( j+1) = j + 1 である．今，inconsistent な系を考えているので，
b2 , 0 であるため，Algorithm 4 の R(AM−1)⊥M−1 = R(A)⊥M−1 成分のアルゴリズムより，

rankV2
( j) = 1である．したがって，(項目 2)の証明での式 (5.14)同様，正則行列 F4 ∈ Rn×n

，正則行列 F5 ∈ R( j+1)×( j+1) が存在し，正則行列 F5 を右からかけてさらに正則な行列 F4

を左からかける変換により，

F4V ( j+1)F5 =

[
V̂1

( j+1)

en−r, 0

]
(5.22)

は導ける．ここで V̂1
( j+1) ∈ Rr×( j+1) とする．

ここでもし rankV1
( j+1) ≤ j − 1とすると，(項目 2)の証明での式 (5.15)同様，正則行列

F6 ∈ R( j+1)×( j+1) が存在し，さらに正則行列 F6 を右からかける変換により，

F4V ( j+1)F5F6　 =
[

0 0 V̌ ( j+1)
1

en−r 0 0

]
(5.23)

となり，rankV ( j+1) = j + 1であることと矛盾する．なお， V̌ ( j+1)
1 ∈ Rr×( j−1) とする．

よって γ j+1 , 0である限り，rankV1
( j+1) ≥ jであり，(項目 3)は証明できた．

さらに (項目 4) を背理法で証明する． j ≤ n では必ず γ j+1 , 0 とする．式 (5.13) に
よって定義される行列 V ( j+1) ∈ Rn×( j+1) の列ベクトル (ただし，式 (5.13) において j を
j + 1に変更)は，γ j+1 , 0である限り Algorithm 4に示した分解版右前処理MINRES法
の 12 行目の γ j+1 = ∥v( j+1)∥M−1 = (∥v1

( j+1)∥22 + ∥v2
( j+1)∥22)

1
2 ならびに 9 行目から 11 行目よ

り，M−1 の内積空間での正規直交基底であるため線形独立である．したがって j = nの場
合，rankV ( j+1) = rankV (n+1) = n + 1になる．一方で行列 V (n+1) ∈ Rn×(n+1) であることから，

rankV (n+1) は最大でも nであるので矛盾が起きる．よって (項目 4)がいう， j ≤ nまでに
必ず γ j+1 = 0になることは証明された．

(項目 1)，(項目 2) から γ j+1 , 0 である限り，分解版右前処理 MINRES 法は破綻しな
いし，γ j+1 = 0 のときは R(A) = R(AM−1) 成分の j ステップ目で得られているz( j)

1 は，

A11 z1 = b1 の解になる．

加えて (項目 4)から分解版右前処理MINRES法は最大でも n反復すれば，γ j+1 = 0と
なるので，そのときには (項目 2)からz( j)

1 は，A11 z1 = b1 の解になる．

また Algorithm 4で示した分解版右前処理MINRES法の R(AM−1) = R(A)を解くこと
に相当する．行列 A11 ∈ Rr×r は正則な対称行列であり b1 ∈ Rr であることから，(項目
3) を利用すると分解版右前処理 MINRES 法を γ j+1 , 0 ( j = 1, ...., r) である限り，最大
でも r + 1回反復すると rankV1

(r+1) ≥ r になる．したがって z1
(r+1) = z1

(0) + V1
(r+1)yr+1 =
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z1
(0) + [v(1)

1 , ...., v1
(r+1)]yr+1 を使えば，分解版右前処理MINRES法は γ j+1 , 0 ( j = 1, ...., r)

である限り，最大でも r + 1回反復すれば，その R(AM−1) = R(A)成分は最小二乗問題

minz1∈Rr
∥b1 − A11 z1∥2

を解き，そのときの残差の 2乗ノルムは 0になっている．このとき，式 (5.11)より，

∥b − Ax∥M−1
2 = ∥b2∥22

となり，分解版右前処理MINRES法の解は ∥b − Ax∥M−1 を最小化している．

以上の議論から，inconsistentな系に対して右前処理MINRES法は任意の初期ベクトル
に対して，破綻することなく，

minx∈Rn
∥b − Ax∥M−1 = minz∈Rn

∥b − AM−1 z∥M−1

の解 x = M−1 zに収束し，収束に要する反復数は最大でも min(r + 1, n)(なお，r = rankA)
であることが証明できた．

□

定理 5.7 Algorithm 4で示した右前処理MINRES法について以下が成立する．

(項目 (i)) z( j) の R(A) = R(AM−1)成分である z1
( j) は A11Q1

TM−1bに収束する．
(項目 (ii)) さらに Consistent な系の場合，即ち b ∈ R(A) = R(AM−1)(つまり，
b2 = Q2

TM−1b = 0)であれば，z( j) の R(AM−1)⊥M−1 = R(A)⊥M−1 成分である z2
( j) が

z2
(0) = Q2

TM−1 z(0) なので，z( j) は，Q1A11
−1Q1

TM−1b+Q2Q2
TM−1 z(0) に収束する．

したがって，解 x( j) = M−1 z( j) は，M−1(Q1A11
−1Q1

TM−1b + Q2Q2
TM−1 z(0))に収束

する．

(項目 (iii))もし，z(0) ∈ R(A)，即ち，x(0) ∈ R(M−1A) (つまりz2
(0) = Q2

TM−1 z(0) = 0)
即ち，z( j) は，Q1A11

−1Q1
TM−1b，つまり，

arg min
z∈Rn

∥z∥M−1 ; minz∈Rn
∥b − AM−1 z∥M−1

に収束する．これは，解 x( j) = M−1 z( j) は，M−1Q1A11
−1Q1

TM−1b，
つまり，

arg min
x∈Rn

∥x∥M; minx∈Rn
∥b − Ax∥M−1

に収束することを意味する．ここで行列 M は右前処理行列である．

証明 まず，(項目 (i)) を証明する．z( j) の R(A) = R(AM−1) 成分である z1
( j) は Algo-

rithm 4で示した分解版右前処理 MINRES法のアルゴリズムにおいて，行列 A11 は正則

行列なので，A11
−1b1 = A11

−1Q1
TM−1bに収束する．
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次に (項目 (ii))を証明する．Consistentな系に対しては，b2 = Q2
TM−1b = 0となるので，

Algorithm 4で示した分解版右前処理MINRESのアルゴリズムにおいて，R(AM−1)⊥M−1 =

R(A)⊥M−1 成分をみると，[v2
(1), ...., v2

( j)]の全ての列ベクトルは 0である．したがって，15
行目の z2

(k) = z2
(0) + [v(1)

2 , ...., v2
(k)]yk(ただし，k := j)から z2

(k) = z2
(0) = Q2

TM−1 z(0) とな

る．一方，z1
(k) = A11

−1Q1
TM−1bである．

したがって，k := jであることに注意して，

z(k)　 = Q
[

z1
(k)

z2
(k)

]
= Q1 z1

(k) + Q2 z2
(k)

であるので，z(k) は，Q1A11
−1Q1

TM−1b + Q2Q2
TM−1 z(0) に収束する．したがって，解

x(k) = M−1 z(k) は，M−1(Q1A11
−1Q1

TM−1b + Q2Q2
TM−1 z(0))に収束する．k := jであるこ

とに注意すれば，(項目 (ii))は証明された．
最後に，(項目 (iii)) を証明する．z(0) ∈ R(A)，即ち，x(0) ∈ R(M−1A) なので，z2

(0) =

Q2
TM−1 z(0) が 0となり，Algorithm 4で示した分解版右前処理MINRES法のアルゴリズ

ムより，z( j) は，Q1A11
−1Q1

TM−1bに収束する．
ここで，(Q1A11

−1Q1
TM−1b,Q2Q2

TM−1 z(0))M−1 = bTM−1Q1A11
−1Q1

TM−1Q2Q2
TM−1 z(0)

となる．一方，Q1，Q2 の列ベクトルが行列 M−1 の内積空間が直交することから，

Q1
TM−1Q2 = 0 である．よって，(Q1A11

−1Q1
TM−1b,Q2Q2

TM−1 z(0))M−1 = 0 であるの
で，(項目 (ii))を考慮すると，(項目 (iii))の仮定のように初期ベクトルをとると，z( j) は

minz∈Rn
∥b − AM−1 z∥M−1

を満たす解のうちの，arg min
z∈Rn

∥z∥M−1を満たすことになり，Mは正定値行列なので解が一意

に決まる．

さらに，x( j) = M(−1) z( j) は，M−1Q1A11
−1Q1

TM−1b に収束する．ここで，同様に，
Q1

TM−1Q2 = 0 であることを使うと，(M−1Q1A11
−1Q1

TM−1b,M−1Q2Q2
TM−1 z(0))M = 0

であるので，(項目 (ii))を考慮すると，(項目 (iii))の仮定のように初期ベクトルをとると，
解 x( j) = M−1 z( j) は，

minx∈Rn
∥b − Ax∥M−1

を満たす解のうちの，
arg min

x∈Rn
∥x∥M

を満たすことになり，M は正定値行列なので解が一意に決まる．したがって，(項目 (iii))
は証明された． □

また重み付き最小二乗問題と正規方程式の関係については，文献 [31, 32]に記述されて
おり，残差ベクトル r = b − Ax = b − AM−1 zに対して，重み付き最小二乗問題

min ∥r∥M−1
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は正規方程式 ATM−1r = 0と等価である．ここで，行列 Aは対称なので，この正規方程式
は AM−1r = 0になる．したがって，定理 5.6で示した右前処理MINRES法と重み付き最
小二乗問題

min ∥r∥M−1

の関係から，以下の命題 5.8が成立する．本論文では，命題 5.8の別証明を与える．

命題 5.8 前処理なしMINRES法では ∥r∥2 を最小化しているのに対し，右前処理MINRES
法では ∥M− 1

2 r∥2 を最小化しており，これは AM−1r = 0を解くことと等価になる．
特に，特異な係数行列をもつ連立一次方程式 Ax = bが consistentな場合，MINRES法，
右前処理MINRES法によって得られる解の残差ベクトルは 0になる．

証明 Algorithm 2 で示した右前処理 MINRES 法のアルゴリズムの概要で記述した
ように，右前処理 MINRES 法は minx∈Rn ∥r∥M−1 となるxを求める手法になる．(ここで
r = b − Axである．)前処理行列 M は対称正定値行列なので，行列 M−

1
2 を定義でき，

∥r∥2M−1 = rTM−1r

= (M−
1
2 r)T(M−

1
2 r)

= ∥M− 1
2 r∥22

より，右前処理MINRES法は ∥M− 1
2 r∥2 を最小化することがわかる．

minx∈Rn ∥M− 1
2 r∥2 = minx∈Rn ∥M− 1

2 b − M−
1
2 Ax∥2 は正規方程式 (M−

1
2 A)T (M−

1
2 A)x =

(M−
1
2 A)TM−

1
2 bと等価である．

この正規方程式から右前処理 MINRES 法が収束したとき，AM−
1
2 M−

1
2 r = AM−1r = 0

が成り立つ．

したがって，M−
1
2 r ∈ N(AM−

1
2 ) = R(M−

1
2 A)⊥ である．

一方，連立一次方程式が consistentならば，r = b − Ax ∈ R(A)である．
したがって M−

1
2 r ∈ R(M−

1
2 A)を満たす．以上の議論から M−

1
2 r ∈ R(M−

1
2 A)∩R(M−

1
2 A)⊥

となるので，M−
1
2 r = 0になる．行列 M は正定値行列なので，r = 0になる．よって，元

の連立一次方程式が consistentな時，右前処理 MINRES法によって得られる解の残差ベ
クトル rは 0になる．
次に前処理なしのMINRES法を適用した場合も，consistentな場合は解の残差ベクトル

rが 0になることを示す．
連立一次方程式が consistentであるので，r = b − Ax ∈ R(A)となる．またMINRES法
により，minx∈Rn ∥r∥2 なので，Aが対称行列であることを考慮すると，正規方程式 Ar = 0
が導かれる．よって r ∈ N(A) = R(A)⊥(行列 A の対称性も利用) となる．したがって，
MINRES 法を特異な係数行列をもつ連立一次方程式に適用した時の解の残差ベクトル r
について，r ∈ R(A) ∩ R(A)⊥ が導かれ，r = 0となる． □
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5.4 収束判定方法

特異な係数行列をもつ連立一次方程式が consistentな場合は Algorithm 3にて ∥r j∥2
∥v(1)∥2

の

値が設定した値より小さくなった場合，右前処理MINRES法は収束したと判定する．
一方，特異な係数行列をもつ連立一次方程式が inconsistent な場合の右前処理 MIN-

RES 法の収束判定方法について議論する．命題 5.8 にて記述したように，右前処理
MINRES 法は minx∈Rn ∥r∥M−1 となるxを求める手法であるため，∥M− 1

2 r∥2 を最小化す
る．minx∈Rn ∥M− 1

2 r∥2 = minx∈Rn ∥M− 1
2 b − M−

1
2 Ax∥2 は正規方程式 (M−

1
2 A)T (M−

1
2 A)x =

(M−
1
2 A)T M−

1
2 bと等価である．この正規方程式から右前処理MINRES法が収束したとき，

AM−
1
2 M−

1
2 r = AM−1r = 0 が成り立つ．以上の議論から， ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1v(1)∥2
の値が設定した値よ

り小さくなった場合，右前処理 MINRES法は収束したと判定する．なお，初期ベクトル
を 0とした場合，v(1) は bと同一ベクトルである．
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6. E-SSOR右前処理 MINRES法

本章で議論するのは，反復型前処理で，反復法として定常反復法を用いたものであり，

3.2.2節で述べたように，本論文では内部反復法と呼ぶ ( [1, 2, 25, 26, 29])．内部反復法が
効果があるためには，内部反復法に相当する前処理行列 M が正則で，今回右前処理を用
いるので，AM−1 ≈ In(In は n次の単位行列)を充たすことが望ましい．
内部反復を MINRES法の前処理として用いる場合，その内部反復に用いる定常反復法
の収束性は重要である．

SSOR法は定常反復法の 1つであり，正定値対称行列を係数行列とする連立一次方程式
の場合，実数の加速パラメータ ωを (0, 2)の範囲に取れば，線形方程式の解への収束は保
証されている．

対角成分が 0にならない半正定値行列を係数行列とする連立一次方程式の場合，SSOR
法の収束性に関する性質を [9] が論じている．その一つとして実数の加速パラメータ ω
を (0, 2) の範囲にとれば，SSOR 法で得られる各ステップでの残差ベクトルは収束する
という事実を証明している．これらの背景を踏まえ，本研究では SSOR 法を特異な係数
行列をもつ連立一次方程式への MINRES法の前処理として採用した．また本研究の過程
での数値実験において対称特異な係数行列をもつ連立一次方程式へ SSOR 前処理による
MINRES法を用いたとき，SSOR法の反復数を 1回と 2回以上の場合を比較すると，2回
以上の方が CPU時間がかかるという結果が得られた．このため，本論文では以後 SSOR
法の反復数を 1回としてMINRES法の前処理として用いる．
連立一次方程式の係数行列が正定値対称行列の場合，SSOR法を内部反復数 1回で用い
た場合の前処理行列 M は [33]で記述されているように，実数の加速パラメータを ωとし
た時，以下の式で与えられる．ただし，係数行列 A = L + D0 + LT とし，Lは Aの狭義下
三角部分，D0は Aの対角部分とする．正定値対称行列の場合，対角行列D0 の全ての成分

は正の実数なので D−1
0 ，D−

1
2

0 が存在する．

M =
ω

(2 − ω)
(L +

D0

ω
)D−1

0 (LT +
D0

ω
)(6.1)

本研究では対称特異な係数行列をもつ連立一次方程式が対象なので，係数行列は半正定値

や不定値行列 (固有値が正負混合)である場合がある．係数行列が半正定値の場合，対角成
分は 0以上である．係数行列が不定値行列の場合，対角成分は正負，0混合の場合がある．
そこで特異な係数行列をもつ連立一次方程式に対し，SSOR 法を反復数 1 回にして，

MINRES法の前処理として用いる場合，対角行列 Dの成分を D0 の成分が正の値の場合

はその値をそのまま定義するが，非正である対角成分に対しては，正の値に置き換え，行

列 Dを正の対角行列として定義する．その場合前処理行列 M は以下のように定義し，特
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異な連立一次方程式への SSOR前処理行列として用いる．

M =
ω

(2 − ω)
(L +

D
ω

)D−1(LT +
D
ω

)(6.2)

行列 M が正定値行列であれば，M は正則なので定理 5.1 の式 (5.1) の必要十分条件
R(A) = R(AM−1)は成立する．また右前処理MINRES法の定式化にあたり，行列 M−1 に

関する内積が行列 M−1 が正定値行列であれば定義できる．

対角行列 Dの全ての対角成分が正であるため，行列 (L + D
ω

)は正則行列であるので，シ
ルベスターの慣性則より，行列 (L+ D

ω
)D−1(LT + D

ω
)の正，負，零の固有値の数は各々対角

行列 Dの正，負，零の固有値の数と同じである．ここで，対角行列 Dの対角成分は全て
正であるため，行列 (L + D

ω
)D−1(LT + D

ω
)の固有値は全て正になる．したがって， ω

(2−ω) が

正であること，すなわち ω ∈ (0, 2)であることが，式 (6.2)で定義される行列 M が正定値
行列であるための必要十分条件である．

ところで，CG法で SSOR法の反復 1回を前処理として用いる場合，Eisenstat’s trickを
用いると (以下，E-SSOR前処理と略記する)行列ベクトル積の計算が削減され，かつ収束
性が変わらないので結果として CPU時間は短縮されることが知られている ( [11])．
つまり，連立一次方程式 (1.1)を
D−1[(D + L)−1A(D + LT)−1](D + LT)x = D−1(D + L)−1b
のように両側から前処理し，CG法を適用する．ここで Â = [(D + L)−1A(D + LT)−1]と
したとき，CG法での行列ベクトル積を

Âv = (D + LT)−1v + (D + L)−1[v − (2D − D0)(D + LT)−1v]
という形にする．すなわち，行列ベクトル積を前進後退代入，対角行列とベクトル積と

いう演算に置き換えることで計算量を削減する手法が Eisenstat’s trickである．
この手法をわれわれの右前処理 MINRES 法にも適用したい．しかしながら，E-SSOR
前処理を用いる際は，両側前処理にしないといけないので，ここまで議論してきた右前処

理MINRES法に直接は適用できない．一方で両側前処理MINRES法を inconsistentな特
異な係数行列をもつ連立一次方程式に適用すると，左前処理が入るため，前章にて述べた

ように，前処理行列が正則という条件だけでは問題の等価性が保たれるとは限らない．

そこで次節では式 (6.2) を Algorithm 3 で示した右前処理 MINRES 法に適用したアル
ゴリズムにおいて，右前処理 MINRES法が生成するベクトル v( j) に代わる新規のベクト

ルを定義する．その新規のベクトルを用いると，式 (6.2) で定義された SSOR 前処理用
の行列 M を右前処理に用いた場合，元の連立一次方程式の係数行列 Aに行列 M を両側
前処理に用いた形で生成した行列と，新規のベクトルとの積の形を導出でき，Eisenstat’s
trick によって計算量を削減できるようになる．このアルゴリズムを E-SSOR 右前処理
MINRES法として提案する．
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6.1 E-SSOR右前処理 MINRES法の導出

Algorithm 3の右前処理 MINRES法のおける v( j) に対して，ṽ( j) := D
1
2 (L + D

ω
)−1v( j) を

定義する．ここで対角行列 Dは対角成分がすべて正の値であり，行列 Lは狭義下三角行
列なので行列 (L + D

ω
)は正則なので，(L + D

ω
)−1 が存在し，ṽ( j)が定義できる．

Algorithm 3の導出にあたり，行列 M−1 の内積に関して行列 AM−1 が自己随伴である

ことを用いた．具体的には Algorithm 3の 7行目の δ j の計算にあたり，

δ j = (AM−1v( j), v( j))M−1(6.3)

= v( j)TM−1AM−1v( j)

= ((M−1v( j))T, AM−1v( j))
= (u( j), Au( j))

としていた．この δ j の計算では，右前処理MINRES法なので，一度 u( j) = M−1v( j) を計

算した後，Au( j) を計算する形になる．行列 M を式 (6.2)で定義した場合，両側前処理の
形を導出できず，Eisenstat trickは使えないので，行列 M−1 によって右前処理して作成し

たベクトルと行列 Aとの積を計算する形になる．
しかしながら，ṽ( j) := D

1
2 (L+ D

ω
)−1v( j) を用いると，式 (6.3)は以下のように変形できる．

δ j = (AM−1v( j), v( j))M−1(6.4)

= v( j)TM−1AM−1v( j)

= (
2 − ω
ω

)2v( j)T(LT +
D
ω

)−1D
1
2 D

1
2 (L +

D
ω

)−1A(LT +
D
ω

)−1D
1
2 D

1
2 (L +

D
ω

)−1v( j)

= (
2 − ω
ω

)2(D
1
2 (L +

D
ω

)−1v( j))TD
1
2 (L +

D
ω

)−1A(LT +
D
ω

)−1D
1
2 D

1
2 (L +

D
ω

)−1v( j)

= (
2 − ω
ω

)2ṽ( j)TD
1
2 (L +

D
ω

)−1A(LT +
D
ω

)−1D
1
2 ṽ( j)

ここで行列 Ã = D
1
2 (L + D

ω
)−1A(LT + D

ω
)−1D

1
2 と定義すると，式 (6.4)は，

δ j = (
2 − ω
ω

)2ṽ( j)TÃṽ( j)

= (
2 − ω
ω

)2(ṽ( j), Ãṽ( j))

となり， Ãṽ( j) の計算には Ã = D
1
2 (L + D

ω
)−1A(LT + D

ω
)−1D

1
2 であることから，Eisenstat’s

trickを使うことができる．即ち

Ãṽ( j) = D
1
2 {(LT +

D
ω

)−1 + (L +
D
ω

)−1{In − (
2D
ω
− D0)(LT +

D
ω

)−1}}D 1
2 ṽ( j)(6.5)

とできる．ここで In は n次の単位行列を意味する．式 (6.5)により，Ãṽ( j) という行列ベ

クトル積を対角行列とベクトルの積，前進代入，後退代入の形に置き換えて計算量を削減
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するのが Eisenstat’s trickである．式 (6.5)を計算する過程で，y( j) = (LT + D
ω

)−1D
1
2 ṽ( j) と

定義する．Eisenstat’s trickに従った，式 (6.5)の計算法を以下に示す．

v̂( j) = D
1
2 ṽ( j)(6.6)

y( j) = (LT +
D
ω

)−1v̂( j)(6.7)

s = (
2D
ω
− D0)y(6.8)

t = v̂( j) − s(6.9)

p = (L +
D
ω

)−1 t(6.10)

Ãṽ( j) = D
1
2 (y( j) + p)(6.11)

これらの議論から右前処理MINRES法の Algorithm 3において，前処理行列 Mを内部
反復数 1回の SSOR前処理行列の式 (6.2)にしたときの E-SSOR右前処理MINRES法の
実装アルゴリズムを Algorithm 5に示す．E-SSOR右前処理MINRES法については，右
前処理MINRES法で行った，理論的な収束解析は行わないので，右前処理MINRES法の
理論版のアルゴリズムである Algorithm 3.1のような，理論的アルゴリズムは示さない．
ただし，7行目の計算で式 (6.6)，(6.7)，(6.8)，(6.9)，(6.10)，(6.11)を用いる．14行目
の y( j) は 7行目の u( j) を計算する過程ですでに計算されているので，あらためて計算する

必要はない．

6.2 E-SSOR 右前処理 MINRES 法における Eisenstat’s trick による演算
量の削減効果

6.1節で導出した E-SSOR右前処理MINRES法は，式 (6.2)を Algorithm 3で示した右
前処理MINRES法に適用したアルゴリズムにおいて，Eisenstat’s trickを用いて浮動小数
点演算量 (以後演算量と呼ぶ)を削減した．本節では，その演算量の削減効果を論じる．

n，Lnnz をそれぞれ次元数，行列 A の狭義下三角部分における非零要素数とする．
E-SSOR右前処理MINRES法と，式 (6.2)を Algorithm 3で示した右前処理MINRES法
に適用した反復法 ( SSOR右前処理MINRES法と呼ぶ)は収束条件を同じにすれば，理論
上は同じ反復数で収束する．そこで，この反復数を mとする．
演算量の比較にあたり，スカラ値間のみの演算量は，ベクトルや行列に関する演算量に

比べ，極めて小さいため，除いた．

Table 1から，E-SSOR右前処理MINRES法の演算量は SSOR右前処理MINRES法の
演算量に比べ，4Lnnz − 2n > 0である限り，2(n + Lnnz) + 2(2Lnnz − n) ×m分削減されて
いる．

また収束に要する反復数 m が大きい場合，SSOR 右前処理 MINRES 法の演算量を
1 としたときの，E-SSOR 右前処理 MINRES 法の演算量の比は 27n+4Lnnz

25n+8Lnnz になる．この
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Algorithm 5 : Eisenstat SSOR for right preconditioned MINRES (実装版)
1. ṽ(0) = 0, w(0) = 0, w(1) = 0
2: Choose initial approximate solution x(0), compute v(1) = b − Ax(0)

3: ṽ(1) = D
1
2 (L + D/ω)−1v(1)

4: Set γ1 =

√
2−ω
ω

(ṽ(1), ṽ(1)), set η = γ1, s0 = s1 = 0, c0 = c1 = 1
5: for j = 1 until convergence do
6: ṽ( j) := ṽ( j)/γ j

7: u( j) = Ãṽ( j)

8: δ j = ( 2−ω
ω

)2(ṽ( j),u( j))
9: ṽ( j+1) = ( 2−ω

ω
)u( j) − δ jṽ( j) − γ jṽ( j−1)

10 : γ j+1 =

√
( 2−ω
ω

)(ṽ( j+1), ṽ( j+1))

11 : α0 = c jδ j − c j−1s jγ j, α1 =
√
α0

2 + γ j+1
2

12: α2 = s jδ j + c j−1c jγ j, α3 = s j−1γ j

13: c j+1 = α0/α1, s j+1 = γ j+1/α1

14: w( j+1) = (( 2−ω
ω

)y( j) − α3w( j−1) − α2w( j))/α1

15: x( j) = x( j−1) + c j+1ηw( j+1)

16 : η = −s j+1η　

17: r j = b − Ax( j)

18: check convergence
19:end do

Table 1. Comparison of MINRES with SSOR and E-SSOR right preconditioning
Method Computation cost

MINRES with SSOR right preconditioning 9n + 8Lnnz + (25n + 8Lnnz) × m

MINRES with E-SSOR right preconditioing 7n + 6Lnnz + (27n + 4Lnnz) × m

Eisenstat’s trickによる計算時間の削減効果については，次章で報告する．
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7. 数値実験・結果 (E-SSOR右前処理 MINRES法の検証)

本章では，まず 6 章で提案した E-SSOR 右前処理 MINRES 法を特異な係数行列をも
つ，inconsistentな連立一次方程式に適用し，6.2節で述べた Eisenstat’s trick による演算
量の削減効果を結びつけるため，Eisenstat’s trickによる計算時間の削減効果を報告する．
さらに E-SSOR 右前処理 MINRES 法を特異な係数行列をもつ，consistent ならびに

inconsistent な連立一次方程式に適用し，前処理なし MINRES 法 (以後 MINRES 法と記
述)，スケーリング右前処理MINRES法と，性能ならびに収束性を比較する．いずれの手
法でも初期ベクトルを 0とした．報告する CPU時間は，処理を 10回行い，その平均値を
とった．今回数値実験を行った係数行列はいずれも実対称半正定値行列である．

以下の数値実験では，CPU: Intel(R) Xeon(R) CPU ES-2630 (2.30GHz); OS: Cent OS 6.3
の計算機において，反復法を FORTRAN90で実装し，全て倍精度演算で行った．またコ
ンパイラは Intel Fortran 13.0.1を使用した．
右前処理MINRES法で用いる前処理用の対角行列 M は，右前処理MINRES法の定式
化で述べたように，正定値行列である必要がある．6章の E-SSOR右前処理MINRES法
で述べたように，特異行列の対角成分は必ずしも正とは限らない．そこでスケーリング右

前処理 MINRES法の場合に用いるスケーリング行列 M，E-SSOR右前処理 MINRES法
の場合に用いる式 (6.2)で用いる対角行列 Dをそれぞれ以下のように設定した．対角行列
D0 は元の特異行列 Aの対角成分である．

M(i,i) = max
j
|A(i, j)| : i f max

j
|A(i, j)| > 10−8(7.1)

M(i,i) = 1 : i f max
j
|A(i, j)| ≤ 10−8(7.2)

D(i,i) = D0(i,i) : i f D0(i,i) > 10−8(7.3)

D(i,i) = 1 : i f D0(i,i) ≤ 10−8(7.4)

行列の下の添え字は例えば (i, j)ならばその行列の (i, j)成分を意味する．
E-SSOR 右前処理 MINRES 法の場合の対角行列とスケーリング右前処理 MINRES 法
の場合のスケーリング行列 (式 (7.1)，式 (7.2)) について，異なる方式を使った．ここで
SSOR法を内部反復数 1回の場合の前処理行列は対角成分が正の値であれば，式 (6.1)で
表現されるので，E-SSOR 右前処理 MINRES 法の対角行列として式 (7.3) を採用した．
実際，今回数値実験に利用した，3つの行列の対角成分は全て 10−8 より大きいため，式

(7.3)，(7.4)ならびに式 (6.2)で定義した前処理行列 M は式 (6.1)になる．
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7.1 E-SSOR 右前処理 MINRES 法における Eisenstat’s trick による計算
時間の削減効果

6.2節では，E-SSOR右前処理MINRES法と SSOR右前処理MINRES法の演算量を比
較し，Eisenstat’s trickによる演算量の削減効果を論じた．
本節では両手法の計算時間の比較を行い，Eisenstat’s trickの計算時間に対する削減効果
を報告する．Table 9に記述している係数行列が bcsstk25，bcsstk36である inconsistentな
系に対する，E-SSOR右前処理 MINRES法と SSOR右前処理 MINRES法の，収束に要
する反復数，CPU時間をそれぞれ Table 2，Table 3に示す．なお，inconsistentな系の設
定方法は 7.4節に示している．

CPU時間は重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 の計算を除いた．また収束

判定条件は，係数行列が bcsstk25，bcsstk36それぞれの場合，重み付き正規方程式の相対
残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を 10−6，10−5 以下とした．理由として，リスタートしない場合，重

み付き正規方程式の相対残差ノルムはそれぞれの行列の場合，10−7，10−6 以下にならず，

これら以上の精度のよい解を求めることは困難と判断したためである．

Table 2. Comparison of MINRES with SSOR and E-SSOR right preconditioning (Iter:
number of iterations, Tno: computation time not including the computation of the relative
residual norm). The values in () are the ratio compared to MINRES with E-SSOR right
preconditioning.

Inconsistent problem. Convergence criterion: ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

< 10−6 (bcsstk25)

Method Iter Tno [sec]

MINRES with SSOR right preconditioning 4,054 (1.02) 10.64 (2.15)

MINRES with E-SSOR right preconditioing 3,959 (1) 4.956 (1)

Table 3. Comparison of MINRES with SSOR and E-SSOR right preconditioning (Iter:
number of iterations, Tno: computation time not including the computation of the relative
residual norm). The values in () are the ratio compared to MINRES with E-SSOR right
preconditioning.

Inconsistent problem. Convergence criterion: ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

< 10−5 (bcsstk36)

Method Iter Tno [sec]

MINRES with SSOR right preconditioing 13,439 (0.941) 93.88 (2.44)

MINRES with E-SSOR right preconditioing 14,273 (1) 38.48 (1)
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CPU 時間から行列 bcsstk25 の場合では E-SSOR 右前処理 MINRES 法は右前処理型
SSOR 前処理 MINRES 法に比べ，2.15 倍高速であり，また行列 bcsstk36 の場合では
E-SSOR 右前処理 MINRES 法は右前処理型 SSOR 前処理 MINRES 法に比べ，2.44 倍
高速であった．6.2 節にて右前処理型 SSOR 前処理 MINRES 法の演算量を 1 とした場
合，E-SSOR右前処理MINRES法の演算量の比は，両手法の反復回数を同じとしたとき，
27n+4Lnnz
25n+8Lnnz であると報告した．ここで n は次元数，Lnnz は行列の狭義下三角部分の非零
要素数である．Table 9に記載されている対称行列 bcsstk25，bcsstk36の次元数，狭義下
三角成分の非零要素数からそれぞれの行列の場合， 27n+4Lnnz

25n+8Lnnz は 0.668，0.566 である．そ
れぞれの値の逆数は 1.5，1.77 になる．そこで演算量の見積もりからでは行列 bcsstk25，
bcsstk36の場合，E-SSOR右前処理 MINRES法は右前処理型 SSOR前処理 MINRES法
に比べ，1.5 倍，1.77 倍高速になると考えられたが，数値実験では演算量の見積もりよ
り CPU時間の比較では高速になった．要因として非零要素成分に関する間接アドレスを
使っていることが考えられる．

次節以降では以下の目的で数値実験を行い，その結果を報告する．

• 7.2節の準定常電磁場解析と 7.3節の静磁場問題といった実問題に対する提案手法
の有効性の検証

• 7.4節において悪条件な系に対する提案手法の有効性の検証

7.2 数値実験 1　 (準定常電磁場解析)

7.2.1 Consistentな問題
2.2 節で述べた応用分野で扱われる係数行列が半正定値対称行列で，consistent な連立
一次方程式を扱う．本行列データならびに右辺ベクトルデータは北海道大学岩下武史

先生からご提供いただいた．テスト問題の次元数は，34, 642 である．収束判定条件は，
∥r j∥2
∥b∥2 < 10−7 と設定する．Table4 に各手法の反復数と CPU 時間を示す．なお，E-SSOR
右前処理MINRES法の加速パラメータ ωは (0, 2)の間の複数の値を利用した結果，最も
反復数が小さかった 1.4を用いた (Table 5参照)．
特異な係数行列をもつ consistent な連立一次方程式に MINRES 法を適用した場合，4
節で述べたように，収束判定のために毎ステップ得られた解から残差ノルム ∥r j∥2 を計算
する必要はなく，|η|を用いればよい．したがって，MINRES法の Tno(残差ノルムの計算
時間を含まない CPU時間)に対し，スケーリング右前処理MINRES法と E-SSOR右前処
理MINRES法は Tres(残差ノルムの計算時間を含めた CPU時間)を比較する．その結果，
E-SSOR 右前処理 MINRES 法は，MINRES 法と比較し 48.6 倍，スケーリング右前処理
法MINRES法と比較し，3.6倍高速であった．

Fig. 1に相対残差 ∥r j∥2
∥b∥2 vs. 反復数のグラフを示す．◦が前処理なし MINRES法，△が

スケーリング右前処理MINRES法，⋆が E-SSOR右前処理MINRES法を表す．
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Table 4. Computation results for a consistent problem (Iter: number of iterations, Tres:
computation time including the computation of the relative residual norm, Tno: computa-
tion time not including the computation of the relative residual norm ) The values in () are
the ratio compared to MINRES with E-SSOR right preconditioning.
Convergence criterion: ∥r j∥2

∥b∥2
< 10−7

Method Iter Tres [sec] Tno [sec]

MINRES without preconditioning 10,276 (141) 15.42 (48.64) 15.42 (67.0)

MINRES with scaling right preconditioning 405 (5.55) 1.140 (3.60) 0.713 (3.10)

MINRES with E-SSOR right preconditioning 73 (1) 0.317 (1) 0.230 (1)
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Fig. 1. ∥r j∥2
∥b∥2

vs. number of iterations for MINRES without preconditioning(◦), MINRES
with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right preconditioning
(⋆) for a consistent problem

ここで，E-SSOR 右前処理 MINRES 法について加速パラメータ ω を (0, 2) の間で 0.2
刻みで変化させた場合の，収束に要する反復数と，残差ノルム ∥r j∥2 の計算を含めた CPU
時間 Tresを Table5に示す．さらに横軸に加速パラメータ ωの値，縦軸に E-SSOR右前
処理MINRES法の反復数，CPU時間を示した図を Fig. 2，Fig. 3に示す．

Table5，Fig. 2，Fig. 3から E-SSOR右前処理 MINRES法の反復数，CPU時間につい
ては ω = 1.4と ω = 1.6がためした中では同程度に最適であった．
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Table 5. Dependence of performance of MINRES with E-SSOR right preconditioning on
ω (ω: acceleration parameter, Iter: number of iterations, Tres: computation time including
the computation of the relative residual norm) for a consistent problem
Convergence criterion: ∥r j∥2

∥b∥2
< 10−7

ω 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

Iter 248 171 132 108 92 78 73∗ 74 98

Tres [sec] 1.062 0.750 0.568 0.468 0.391 0.339 0.317 0.315∗ 0.453
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Fig. 2. Number of iterations to achieve relative residual < 10−7 vs. ω for MINRES with
E-SSOR right preconditioning for a consistent problem
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Fig. 3. CPU time to achieve relative residual < 10−7 vs. ω for MINRES with E-SSOR
right preconditioning for a consistent problem
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7.2.2 Inconsistentな問題

次に，係数行列は前節と同じ行列を扱い，b に対して，b + ∥b∥2 × u(0, 1) × 0.01 を右
辺ベクトルとして設定して，inconsistent な連立一次方程式を扱った．ここで u(0, 1) は
FORTRAN90の [0, 1)の一様擬似乱数関数 random numberにより各成分を生成した n次
元ベクトルである．

収束判定条件は， ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 < 10−6 と設定する．ここで M は前処理なし MINRES法の

場合は単位行列，スケーリング右前処理法 MINRES 法の場合は式 (7.1)，(7.2) で定義さ
れる対角行列，E-SSOR 右前処理 MINRS 法の場合は式 (6.2) において対角行列 D を式
(7.3)，(7.4)により定めた行列として定義される．以後 ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を重み付き正規方程式の
相対残差ノルムと呼ぶ．

Table 6に各手法の反復数と CPU時間を示す．ただし，前処理なしMINRES法はこの
収束条件では収束しなかった．なお，E-SSOR右前処理 MINRES法の加速パラメータ ω
は (0, 2) の間の 0.2 刻みの複数の値を利用した結果，最も反復数が小さかった 1.4 を用
いた．

Table 6. Computation results for an inconsistent problem (Iter: number of iterations,
Tres: computation time including the computation of the relative residual norm, Tno: com-
putation time not including the computation of the relative residual norm) The values in ()
are the ratio compared to MINRES with E-SSOR right preconditioing.

Convergence criterion: ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

< 10−6

Method Iter Tres [sec] Tno [sec]

MINRES with scaling right preconditioning 327 (5.84) 1.307 (2.17) 0.572 (3.09)

MINRES with E-SSOR right preconditioing 56 (1) 0.601 (1) 0.185 (1)

重み付き正規方程式の相対残差ノルムの計算時間を含めた CPU時間である Tresを比較
すると E-SSOR 右前処理 MINRES 法はスケーリング右前処理 MINRES 法に比べ，2.17
倍高速であった．

Fig. 4に重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラフを示す．◦

が前処理なし MINRES法，△がスケーリング右前処理 MINRES法，⋆が E-SSOR右前
処理MINRES法を表す．
さらに E-SSOR右前処理MINRES法について加速パラメータ ωを (0, 2)の間で 0.2刻
みで変化させた場合の，収束に要する反復数と，残差ノルム計算を含めた CPU時間 Tres
を Table 7に示す．ただし，ωが 0.2の場合はこの収束判定条件では収束せず，重み付き正
規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 は 201ステップで 1.75 × 10−6 になり，この値以下に

はならなかった．また横軸に加速パラメータ ωの値，縦軸に E-SSOR右前処理MINRES
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Fig. 4. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations for MINRES without preconditioning (◦), MIN-
RES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right precondi-
tioning (⋆) for an inconsistent problem

法の反復数，CPU時間を示した図を Fig. 5，Fig. 6に示す．

Table 7. Dependence of performance of MINRES with E-SSOR right preconditioning on
ω (ω: acceleration parameter, Iter: number of iterations, Tres: computation time including
the computation of the relative residual norm) for an inconsistent problem

ω 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

Iter 135 102 82 69 61 56∗ 59 76

Tres [sec] 1.448 1.083 0.978 0.733 0.652 0.601∗ 0.688 0.907

Table 7，Fig. 5，Fig. 6から E-SSOR右前処理MINRES法の反復数ならびに CPU時間
ともに ω = 1.4がためした中では最適であった．

7.3 数値実験 2　 (静磁場問題)

2.3 節で述べた応用分野で扱われる係数行列が半正定値対称行列で，inconsistent な
連立一次方程式を扱う．本行列データならびに右辺ベクトルデータは北海道大学五十

嵐一先生からご提供いただいた．テスト問題の次元数は，5, 362 である．収束判定条件
は， ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 < 10−11 と設定する．Table 8 に各手法の反復数と CPU 時間を示す．なお，
Table8に示す CPU時間では，残差計算時間を含まない CPU時間のみによる比較を行っ

49



0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
50

60

70

80

90

100

110

120

130

140

Acceleration parameter

N
u
m
b
e
r
 
o
f
 
M
I
N
R
E
S
 
i
t
e
r
a
t
i
o
n
s

Fig. 5. Number of iterations to achieve relative residual < 10−6 vs. ω for MINRES with
E-SSOR right preconditioning for an inconsistent problem
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Fig. 6. CPU time to achieve relative residual < 10−6 vs. ω for MINRES with right
preconditioning for an inconsistent problem

ている．また，E-SSOR右前処理MINRES法の加速パラメータ ωは 1.0を用いた．
重み付き正規方程式の相対残差ノルムの計算時間を除いた CPU時間である Tnoを比較
すると E-SSOR右前処理MINRES法はスケーリング右前処理MINRES法と比較し 2.72
倍，MINRES法と比較し，5.95倍高速であった．

Fig. 7 に重み付き正規方程式の相対残差 ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラフを示す．◦ が前

処理なし MINRES法，△がスケーリング右前処理 MINRES法，⋆が E-SSOR右前処理
MINRES法を表す．
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Table 8. Computation results for an inconsistent problem (Iter: number of iterations, Tno:
computation time not including the computation of the relative residual norm ) The values
in () are the ratio compared to MINRES with E-SSOR right preconditioning.

Convergence criterion: ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

< 10−11

Method Iter Tno [sec]

MINRES without preconditioning 381 (5.95) 0.0664 (2.66)

MINRES with scaling right preconditioning 174 (2.72) 0.0371 (1.48)

MINRES with E-SSOR right preconditioning 64 (1) 0.025 (1)
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Fig. 7. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations for MINRES without preconditioning (◦), MIN-
RES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right precondi-
tioning (⋆) for an inconsistent problem

7.4 数値実験 3　 (The University of Florida Sparse Matrix Collection)

本節では，The University of Florida Matrix Collection [8]ならびに [14]に掲載されてい
る倍精度演算の範囲では数値的にランク落ちしている (半正定値な)2個の行列に対して，
consistent，inconsistent な連立一次方程式を扱った．行列の情報を Table 9 に示す．ここ
で，n，nnz，Lnnzはそれぞれ次元数，非零要素数，狭義下三角部分の非零要素数を表す．
rank，κ(A)は MAT LABの関数 rankと svdに基づいて計算された行列の階数，条件数 (
最大特異値と非零の最小特異値の比)である．
この 2 つの行列 A に対し，特異な係数行列をもつ連立一次方程式を consistent，
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Table 9. Characteristics of the coefficient matrices of the test problems
Matrix n nnz Lnnz rank κ(A) Application area

bcsstk25 15,439 252,241 118,401 15,435 4.41 ×1012 structural problem

bcsstk36 23,052 1,143,140 560,044 23,020 7.43 ×1011 structural problem

inconsistentとするために右辺ベクトル bを以下のように設定した．

• consistent : b = A × (1, 1, ...1)T

• inconsistent : b = A × (1, 1, ., 1)T + ∥A × (1, 1, .., 1)T ∥2 × u(0, 1) × 0.01

ただし，u(0, 1)は FORTRAN90の [0, 1)の一様擬似乱数関数 random numberにより各成
分を生成した n次元ベクトルである．

7.4.1 Consistentな問題
まず，consistentな問題の場合について，行列 bcsstk25，bcsstk36を係数行列とした場合の
前処理なしMINRES法，スケーリング右前処理MINRES法，E-SSOR右前処理MINRES
法の性能結果をそれぞれ Table 10，Table 11に示す．収束判定条件は， ∥r j∥2

∥b∥2 < 10−7 と設

定する．なお，両方の行列の場合とも，E-SSOR右前処理 MINRES法の加速パラメータ
は 1.0とした．

Table 10. Computation results for a consistent problem for bcsstk25 (Iter: number of
iterations, Tres: computation time including the computation of the relative residual norm,
Tno: computation time not including the computation of the relative residual norm) The
values in () are the ratio compared to MINRES with E-SSOR right preconditioning
Convergence criterion: ∥r j∥2

∥b∥2
< 10−7

Method Iter Tres [sec] Tno [sec]

MINRES without preconditioning 2,107 (23.2) 1.176 (7.95) 1.176 (10.9)

MINRES with scaling right preconditioning 168 (1.85) 0.172 (1.16) 0.112 (1.04)

MINRES with E-SSOR right preconditioning 91 (1) 0.148 (1) 0.108 (1)

行列 bcsstk25 では E-SSOR 右前処理 MINRES 法は前処理なし MINRES 法に比べ，
7.95倍，スケーリング右前処理MINRES法に比べて 1.16倍高速であった．
行列 bcsstk36 では E-SSOR 右前処理 MINRES 法は前処理なし MINRES 法に比べ，

2.48倍，スケーリング右前処理MINRES法に比べ，1.68倍の高速であった．
行列 bcsstk25，bcsstk36それぞれを係数行列とした場合について各々 Fig. 8，Fig. 9に
相対残差ノルム ∥r j∥2

∥b∥2 vs. 反復数のグラフを示す．◦が前処理なしMINRES法，△がスケー
リング右前処理MINRES法，⋆が E-SSOR右前処理MINRES法を表す．
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Fig. 8. MINRES without preconditioing (◦), MINRES with scaling right preconditioning
(△), and MINRES with E-SSOR preconditioning (⋆) for a consistent problem (bcsstk25)
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Fig. 9. MINRES without preconditioing (◦), MINRES with scaling right preconditioning
(△), and MINRES with E-SSOR preconditioning (⋆) for a consistent problem (bcsstk36)
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Table 11. Computation results for a consistent problem for bcsstk36 (Iter: number of
iterations, Tres: computation time including the computation of the relative residual norm,
Tno: computation time not including the computation of the relative residual norm) The
values in () are the ratio compared to MINRES with E-SSOR right preconditioning.
Convergence criterion: ∥r j∥2

∥b∥2
< 10−7

Method Iter Tres [sec] Tno [sec]

MINRES without preconditioning 7,533 (6.57) 11.21 (2.48) 11.21 (3.65)

MINRES with scaling right preconditioning 2,672 (2.33) 7.586 (1.68) 4.321 (1.41)

MINRES with E-SSOR right preconditioning 1,146 (1) 4.513 (1) 3.073 (1)

7.4.2 Inconsistentな問題
次に，行列 bcsstk25，bcsstk36 を係数行列とする inconsistent な連立一次方程式に対
して，前処理なし MINRES 法，スケーリング右前処理 MINRES 法，E-SSOR 右前処理
MINRES 法を適用した場合，重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数
のグラフを各々 Fig. 10，Fig. 11に示す．◦が前処理なしMINRES法，△がスケーリング
右前処理 MINRES法，⋆が E-SSOR右前処理 MINRES法を表す．なお，両方の行列の
場合とも，E-SSOR右前処理MINRES法の加速パラメータは 1.0とした．
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Fig. 10. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations for MINRES without preconditioing (◦), MIN-
RES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right precondi-
tioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)
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Fig. 11. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations for MINRES without preconditioning (◦),
MINRES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right pre-
conditioing (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)

また，E-SSOR 右前処理 MINRES を行列 bcsstk25，行列 bcsstk36 を係数行列とする
inconsistent な連立一次方程式に適用した場合，重み付き正規方程式の相対残差ノルム
∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 をそれぞれ 10−6，10−5 以下にするための計算結果を Table 12に示す．

Table 12. Computation results for an inconsistent problem (Iter: number of iterations,
Tres: computation time including the computation of the relative residual norm, Tno: com-
putation time not including the computation of the relative residual norm)
The values in () are the ratio compared to bcsstk25
Convergence criterion: ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2
< 10−6 (bcsstk25), ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2
< 10−5 (bcsstk36)

Matrix Iter Tres [sec] Tno [sec]

bcsstk25 3,959 15.72 4.956

bcsstk36 14,273 148.86 38.48

inconsistent な連立一次方程式に対して E-SSOR 右前処理 MINRES 法はスケーリング
右前処理MINRES法，前処理なしMINRES法と比較して収束性が優れており，重み付き
正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を係数行列が bcsstk25，bcsstk36 それぞれについ

て 10−6，10−5 以下まで減少させた．さらに減少しないのは丸め誤差の影響によるものと

考えられるが，重み付き正規方程式の相対残差ノルムをより小さくするのための手法なら

びに，その手法による数値実験結果を次節で述べる．なお，Fig. 10，Fig. 11 において，

55



収束履歴の振動は inconsistentな系の場合，最小化している ∥r j∥M−1 ではなく，∥AM−1r j∥2
を評価しているためとMINRES法が 3項間漸化式を使っているため，丸め誤差の影響で
直交性が保たれないためと考えられる．以降で示す，inconsistentな系に対する収束履歴
の振動は同様の理由である．
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8. 数値実験・結果 (リスタート MINRES法)

8.1 リスタートによる MINRES法の精度の向上

通常 MINRES法は三項漸化式を用いているので，GMRES法のようにリスタートによ
る計算量の節約は必要ないのであるが，本節では，リスタートにより解の精度を向上させ

る (残差をより小さくできる)ことを示す．これは，MINRES法をリスタートすることに
より，丸め誤差によって失われている Krylov基底の直交性 (線形独立性)を回復すること
により，更に残差を減少させるものである．

7.4.2節にて取り上げた，半正定値な行列 bcsstk25，bcsstk36を係数行列とする inconsis-
tentな連立一次方程式に E-SSOR右前処理MINRES法，スケーリング右前処理MINRES
法 (初期ベクトルは 0)を適用した場合，Fig. 10，Fig. 11が示すように，反復数を増やし
ても，途中から重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 をそれ以上小さくできな
かった．

そこで，重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 を，より小さくできなくなった

時点で得られた解 x j( j は反復数) を初期ベクトルとして，あらためて E-SSOR 右前処理
MINRES 法，スケーリング右前処理 MINRES 法を 7.4.2 節にて取り上げた inconsistent
な連立一次方程式に適用することを考える．

8.1.1 係数行列が bcsstk25である inconsistentな連立一次方程式の場合

ここでは，係数行列が bcsstk25である inconsistentな系に対し，今回の数値実験におい
てリスタートによる E-SSOR右前処理 MINRES法，スケーリング右前処理 MINRES法
の初期解を得るために必要なそれぞれの前処理付き反復法 (初期ベクトルは 0)の反復数な
らびにその反復数での重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を Table 13に示す．

Table 13. Iteration number for getting the initial guess for Restarted MINRES with pre-

conditioning and ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

at that iteration number for bcsstk25

Method Iteration number ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

MINRES with scaling right preconditioning 13,000 4.631 × 10−5

MINRES with E-SSOR right preconditioning 4,270 8.352 × 10−7

次に，bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対して，E-SSOR右
前処理MINRES法を 4,270ステップで，スケーリング右前処理MINRES法を 13,000ス
テップでリスタートした場合の重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数
のグラフを Fig. 12，Fig. 13に示す．
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Fig. 12. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after restart for MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)
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Fig. 13. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after restart for MINRES with scaling right
preconditioning (△) for an inconsistent problem (bcsstk25)

Fig. 12，Fig. 13からリスタートすることにより，重み付き正規方程式の相対残差ノル
ム ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 を E-SSOR右前処理 MINRES法の場合，10−9 以下，スケーリング右前処理

MINRES法の場合，10−7 以下にすることができ，残差をより小さくすることができた．

8.1.2 係数行列が bcsstk36である inconsistentな連立一次方程式の場合

ここでは，係数行列が bcsstk36である inconsistentな系に対し，今回の数値実験におい
てリスタートによる E-SSOR右前処理 MINRES法，スケーリング右前処理 MINRES法
の初期解を得るために必要なそれぞれの前処理付き反復法 (初期ベクトルは 0)の反復数な

58



らびにその反復数での重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 を Table 14に示す．

Table 14. Iteration number for getting the initial guess for Restarted MINRES with pre-

conditioning and ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

at that iteration number for bcsstk36

Method Iteration number ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

MINRES with scaling right preconditioning 20,000 7.361 ×10−4

MINRES with E-SSOR right preconditioning 20,000 6.733 ×10−6

次に，bcsstk36を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対して，E-SSOR右
前処理MINRES法を 20,000ステップでリスタートし，20,000ステップ反復し，さらにリ
スタートした場合の重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラフを
Fig. 14，Fig. 15に示す．
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Fig. 14. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after restart for MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)

Fig. 15から E-SSOR右前処理 MINRES法を 2回リスタートすることにより，重み付
き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を 10−8 以下にすることができ，残差をより小さ

くすることができた．

さらに，同じ inconsistentな系に対して，スケーリング右前処理 MINRES法を 20,000
ステップでリスタートした場合の重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復
数のグラフを Fig. 16に示す．

Fig. 16から，bcsstk36が係数行列である，inconsistentな系に対して，スケーリング右
前処理 MINRES法を適用した場合，リスタートすることによって，重み付き正規方程式
の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 をさほどより小さくすることはできなかった．
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Fig. 15. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after second restart for MINRES with E-SSOR
right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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Fig. 16. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after restart for MINRES with scaling right
preconditioning (△) for an inconsistent problem (bcsstk36)

MINRES法を自動的にリスタートする方式については 8.2節で論じる．

8.2 MINRES法を自動的にリスタートする方式

本節では，MINRES 法を自動的にリスタートする方式について論じる．8.1 節で
MINRES 法をリスタートすることにより，残差を減少させることを提案したが，問題と
なるのがどの反復数でリスタートするかである．この反復数を自動的に決める方式を検討

する．
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一つの手法として，小さな正の実数 ϵ を定めて，重み付き正規方程式の相対残差ノルム

の差分
(∥AM−1rk∥2 − ∥AM−1rk+m∥2)

∥AM−1b∥2
< ϵ(8.1)

を満たしたときの反復数 kの時点での解 xk を初期ベクトルとして，あらためてMINRES
法をリスタートする方式を検討する．

これは，重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 が振動するため，リスタート

する反復数 kと m + k反復での重み付き正規方程式の相対残差ノルムの差分をとるのであ
る．今回の数値実験では，mを 20とした．すなわち，20反復ごとに重み付き正規方程式
の相対残差ノルムの差分をとる．

係数行列が bcsstk25，bcsstk36である inconsistentな系に対して，提案手法によってリ
スタートする反復数 k を決めて，E-SSOR右前処理MINRES法をリスタートした結果を
報告する．

行列 bcsstk25 の場合は，ϵ の値を 10−8 としたところ，リスタートする反復数は 3,855
になった．行列 bcsstk36の場合は，2回リスタートを行い，ϵ の値を 1回目が 10−9，2回
目が 10−11 としたところ，リスタートする反復数は 16,154，18,464 になった．すなわち
行列 bcsstk36の場合は，16,154反復し，そのときの解を初期ベクトルとしてリスタート
して更に 18,464反復し，そのときの解を初期ベクトルとしてまたリスタートしている．
重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラフを行列 bcsstk25 の
場合，Fig. 17に，行列 bcsstk36の場合，Fig. 18，Fig. 19に示す．
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Fig. 17. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after automatic restart for MINRES with E-
SSOR right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)

ϵ や mの決め方は更なる検討を要するが，提案するような方式で自動的にリスタートで
きるものと考える．
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Fig. 18. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after first automatic restart for MINRES with
E-SSOR right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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Fig. 19. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after second automatic restart for MINRES
with E-SSOR right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)

8.2.1 自動リスタート MINRES法の計算時間
8.2 節で論じた MINRES 法を自動的にリスタートする方式にて，今回以下のように設
定し，その CPU 時間を報告する．8.2 節の式 (8.1) において，8.2 節同様，m を 20 とし
た．本節の数値実験では，1, 21, 41, ...., ステップと最初を 1 ステップ目として，20 反復
毎に重み付き正規方程式の相対残差ノルムの差分をとる．係数行列が bcsstk25 である
inconsistentな系では ϵ = 10−9 としたとき，リスタートする反復数 kは 4,261ステップに
なり，さらに 4,261ステップでの解を初期解としてリスタートし，4,261ステップ目を初

62



期ステップとして 20反復ごとに重み付き正規方程式の相対残差ノルムの差分をとったと
ころ，1回目のリスタートステップ数は 375ステップにて，重み付き正規方程式の相対残
差ノルムに関し， ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 < 10−9 を満たした．

この場合の，CPU時間を Table 15に示す．

Table 15. Computation results for an inconsistent problem for bcsstk25 ( Tres: computa-
tion time including the computation of the relative residual norm, Tno: computation time
not including the computation of the relative residual norm, Iter: number of iterations)
Iteration number for getting the initial guess for Restarted MINRES with E-SSOR right
preconditioning

Convergence criterion : ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

< 10−9 (bcsstk25)

Method Iter Tres [sec] Tno [sec]

MINRES with E-SSOR right preconditioning 4,261 5.622 5.656

1st auto restarted MINRES with E-SSOR right preconditioing 375 0.478 0.434

Total of auto restarted MINRES with E-SSOR right preconditioning 4,636 6.1 6.09

リスタートするステップ数 4,261を求める際の CPU時間にて，20回に 1回重み付き正
規方程式の相対残差ノルムの計算時間を含めた Tresよりその計算時間を含まない Tnoが
大きいのは計測誤差の範囲である．

E-SSOR 右前処理 MINRES 法を 4,261 ステップ反復し，その解を初期解としてリス
タートしたときの重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラフを，
Fig. 20に示す．
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Fig. 20. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after first automatic restart for MINRES with
E-SSOR right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)
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Fig. 20と Fig. 17を比較すると，前者がリスタートするステップ数を決める反復回数を
要しているため，重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 をより小さくでき，Fig.

12同様，10−9 より小さくできている．

次に，bcsstk36を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対しても同様の手法
でリスタートするステップ数を決めた場合の数値実験結果を報告する．なお，bcsstk36の
場合は，8.1.2節ならびに 8.2節にて報告したように， ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を 10−8 以下にするために

は 2回リスタート計算をする必要がある．係数行列が bcsstk25である inconsistentな系の
場合同様に，1, 21, 41, ....,ステップと最初を 1ステップ目として，20反復毎に重み付き正
規方程式の相対残差ノルムの差分をとる．係数行列が bcsstk36である inconsistentな系で
もまず ϵ = 10−9 としたとき，リスタートする反復数 kは 25,541ステップになる．さらに
25,541ステップでの解を初期解としてリスタートする．次に ϵ = 10−11 としたとき，さら

に 17,001ステップ目にて 20反復毎に計算した重み付き正規方程式の相対残差ノルムの差
分は 10−11 未満になる．この 1回目のリスタート計算の 17,001ステップ目の解を初期解
として 2回目のリスタート計算し，4,766ステップにて重み付き正規方程式の相対残差ノ
ルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を 10−8 より小さくできた．

この場合の，CPU時間を Table 16に示す．

Table 16. Computation results for an inconsistent problem for bcsstk36 ( Tres: computa-
tion time including the computation of the relative residual norm, Tno: computation time
not including the computation of the relative residual norm, Iter: number of iterations)
Iteration number for getting the initial guess for Restarted MINRES with preconditioning

and ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

at that iteration number for bcsstk36

Method Iter Tres [sec] Tno [sec]

MINRES with E-SSOR right preconditioning 25,541 78.24 76.25

1st auto restarted MINRES with E-SSOR right preconditioing 17,001 52.08 52.17

2nd auto restarted MINRES with E-SSOR right preconditioing 4,766 14.55 12.75

Total of auto restarted MINRES with E-SSOR right preconditioning 47,308 144.87 141.17

1回目のリスタートするステップ数 25,541を求める際の CPU時間にて，20回に 1回
重み付き正規方程式の相対残差ノルムの計算時間を含めた Tresよりその計算時間を含ま
ない Tnoが大きいのは計測誤差の範囲である．

E-SSOR 右前処理 MINRES 法を 25,541 ステップ反復し，その解を初期解としてリス
タートしたときの重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラフを，
Fig. 21，さらに 1回目のリスタート計算を 17,001ステップ反復し，その解を初期解とし
てリスタートしたときの重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラ
フを，Fig. 22に示す．
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Fig. 21. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after first automatic restart for MINRES with
E-SSOR right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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Fig. 22. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations after second automatic restart for MINRES
with E-SSOR right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)

Fig. 22と Fig. 19を比較すると，Fig. 15同様，重み付き正規方程式の相対残差ノルム
∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 は 10−8 より小さくできている．

もともと MINRES 法をリスタートするのは，(8.1) 節にて論じたように，反復数を増
やしても，途中から重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 をそれ以上小さくで
きないため，そのときの解を初期解としてリスタートしていた．したがって，係数行列

が bcsstk25，bcsstk36である inconsistentな系に対し，本節で提案するリスタートするス
テップ数を決める手法は効果があり，Table 15，Table 16で示した CPU時間を見る限り，
重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 の差分を 20ステップに 1回なら，差分計
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算の負荷は小さかった．

重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2 の値のみをみて判断する方式であると，

係数行列 Aが特異であり，かつ inconsistentな系であるがために重み付き正規方程式の相
対残差 ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 をどこまで小さくできるか見込むのが難しいがために，リスタートする
ステップ数を効率よく決めらない．それに対し，ϵ の値の決め方については今後解決すべ

き課題として残るが，本節で提案する重み付き正規方程式の相対残差ノルムの差分を評価

することにより，リスタートするステップ数を決めるという MINRES法を自動的にリス
タートする方式の有効性を，CPU時間や重み付き正規方程式の相対残差ノルムの履歴か
ら示した．
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9. Inconsistentな系に対する E-SSOR右前処理 MINRES法
の解の精度

本章では，係数行列が半正定値かつ inconsistentな系に対し，E-SSOR右前処理MINRES
法を適用した場合，前処理に依存しない残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を報告する．数値実験に用いた
inconsistentな系は 7.3節と 7.4節と同じである．
目的は，係数行列が半正定値かつ inconsistentな系に対して，E-SSOR右前処理MINRES
法を含めた，右前処理MINRES法の収束判定を定理 5.6，命題 5.8，5.4節から ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1v(1)∥2
に基づき得られた解に対し，前処理に依存しない残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2の値を計算し，解の精
度を判定することである．

9.1 係数行列が bcsstk25，bcsstk36である inconsistentな系に対する解
の精度

係数行列が bcsstk25，bcsstk36 である inconsistent な系に対して E-SSOR 右前処理
MINRES法，スケーリング右前処理 MINRES法，前処理なし MINRES法を適用した場
合，∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフをそれぞれ Fig. 23，Fig. 24に示す．なお，加速パラメータ
は 1.0とした．
さらに，各行列の inconsistentな系に対し，8.1節で提案したリスタート計算を行った．
具体的には行列 bcsstk25 の場合は E-SSOR 右前処理 MINRES 法を 4,270 ステップ，ス
ケーリング右前処理MINRES法を 13,792ステップ，前処理なしMINRES法を 1,725ス
テップでリスタートした．一方，行列 bcsstk36 の場合は E-SSOR 右前処理 MINRES 法
を 20,000ステップでリスタートし，20,000ステップ反復し，さらにリスタートする．こ
れは 8.1 節と同様のリスタート計算である．スケーリング右前処理 MINRES 法を 7,519
ステップでリスタートし，20,000 ステップ反復し，さらにリスタートする．前処理なし
MINRES法は 3,846ステップでリスタートし，20000ステップ反復し，さらにリスタート
した．

係数行列が bcsstk25，bcsstk36である場合に対し，1回目のリスタートをして 20,000反
復した場合の 3つの手法の正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフをそれ
ぞれ Fig. 25，Fig. 26に示す．
また係数行列が bcsstk36である場合に対し，2回目のリスタートをして 20,000反復し
た場合の 3つの手法の正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 27
に示す．

E-SSOR右前処理MINRES法を行列 bcsstk25の場合は 1回リスタート，行列 bcsstk36
の場合は 2回リスタートすることにより，Fig. 25，Fig. 27からそれぞれ正規方程式の相
対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−10，10−6 以下にすることはできた．
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Fig. 23. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES without preconditioing (◦), MIN-
RES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right precondi-
tioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)

行列 bcsstk25 の場合は正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 を E-SSOR 右前処理 MIN-

RES法をリスタートする手法により，十分小さくできたが，行列 bcsstk36の場合は倍精
度演算であることを考慮すると十分な収束とはいえないが，10−6 以下という精度の解を

与えることができた．

そこで行列 bcsstk36の場合には，2回目のリスタートを 20,000反復したときの解を初
期解として 3 回目のリスタートを 20,000 反復し，さらにそのときの解を初期解として
20,000 反復したときの正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを 3 回目
のリスタートの場合については Fig. 28，4回目のリスタートの場合については Fig. 29に
示す．

正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値は，Fig. 28から 3回目のリスタート計算にお

いて 9,111ステップ目で 9.89 × 10−8 と 10−7 未満になり，Fig. 29から 4回目のリスター
ト計算において 5ステップ目で 9.93 × 10−9 と 10−8 未満になり，リスタート E-SSOR右
前処理MINRES法は 4回のリスタートを行えば，bcsstk36を係数行列とする inconsistent
な系に対して，倍精度演算の意味でも十分な精度の解を得ることができた．

前処理付き MINRES法は，係数行列が正則，特異いずれに関わらず，右前処理，左前
処理や両側前処理いずれの場合も必ずしも 2乗ノルムでの残差ノルムを最小化しているの
ではないので，正規方程式の相対残差ノルムを十分に小さくできないことは inconsistent
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Fig. 24. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES without preconditioing (◦), MIN-
RES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right precondi-
tioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)

な系ではあり得る．

inconsistentな系に対して，前処理なし MINRES法は行列 M が単位行列なので，正規
方程式 Ar = 0 を解いているが，7.4.2 節にある Fig. 10，Fig. 11 から，収束が十分では
なかった．さらにリスタート計算を用いても，Fig. 25，Fig. 27から正規方程式の相対残
差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を十分小さくすることができず，リスタート計算を用いても前処理なし

MINRES 法は有効ではなかった．そこで，定理 5.6，命題 5.8 より ∥M− 1
2 r∥2 を最小化す

る解 (これは重み付き正規方程式 AM−1r = 0の解と同じ)を解の候補の一つであると考え
た．そして前処理として，今回提案した E-SSOR右前処理MINRES法をリスタートさせ
ることにより，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を小さくすることができた．

9.2 自動リスタート MINRES法の性能

係数行列が半正定値行列 bcsstk25，bcsstk36 かつ inconsistent な系に対して，8.1 節で
提案したMINRES法をリスタートすることにより，E-SSOR右前処理MINRES法は，重
み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を小さくすることができ，かつ 9.1節で報告

したように，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 を，係数行列 bcsstk25の場合には 10−10

以下に，係数行列 bcsstk36の場合には 10−6 以下にすることはできた．

69



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
4

10
-10

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

Number of MINRES iterations

R
e
l
a
t
i
v
e
 
R
e
s
i
d
u
a
l

Fig. 25. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after restart for MINRES without preconditioing
(◦), MINRES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)

元の問題は，最小二乗問題 (1.2)を解くので (consistentな場合は，このノルムが 0にな
るので，連立一次方程式 (1.1)を解くことになる)，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を
小さくする必要がある．

まず，係数行列が半正定値行列 bcsstk25かつ inconsistent な系に対して，8.2.1 節で提
案した自動リスタート E-SSOR右前処理 MINRES法を適用した際，4,261ステップまで
の正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 30，4,261 ステップで
の解を初期解としてリスタートした 20,000ステップまでの正規方程式の相対残差ノルム
∥Ar j∥2
∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 31に示す．　

ここで，Fig. 31 での 375 ステップ目で，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値は

3.65 × 10−9 であり，10−8 以下になっている．

係数行列が半正定値行列 bcsstk36である inconsistentな系に対して，8.2.1節で提案し
た自動リスタート E-SSOR右前処理MINRES法を適用した際，25,541ステップまでの正
規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 32，25,541ステップでの解を

初期解としてリスタートした 17,001 ステップまでの正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. 反復数のグラフを Fig. 33，さらに最初のリスタートの 17,001ステップにて得られた
解を初期解として 2回目のリスタートをし，20,000 ステップまでの正規方程式の相対残
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Fig. 26. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after restart for MINRES without preconditioing
(◦), MINRES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)

差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 34に示す．

　

9.3 静磁場問題における inconsistentな系に対する解の精度

2.3節にて説明した応用分野 3の静磁場問題から生じる inconsistentな系を直接解くこ
とを本論文では考えており，その数値実験結果を 7.3節で述べた．しかしながら，Fig. 7
は，重み付き正規方程式の相対残差 ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラフを示している．

本節では，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 35に示す．◦

が前処理なし MINRES法，△がスケーリング右前処理 MINRES法，⋆が E-SSOR右前
処理MINRES法を表す．
正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−7 以下にするという判定条件であれば，51ス
テップ目で E-SSOR右前処理 MINRES法は収束し，スケーリング右前処理 MINRES法
や前処理なしMINRES法より速く収束する．
しかしながら，リスタート計算を用いても，E-SSOR右前処理 MINRES法については
正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−8 以下にはできなかった．一方で正規方程式の

相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 を最も小さくでき，10−11 以下にできたのは前処理なし MINRES
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Fig. 27. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after second restart for MINRES without precon-
ditioing (◦), MINRES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR
right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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Fig. 28. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after 3rd restart for MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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Fig. 29. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after 4th restart for MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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Fig. 30. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES with E-SSOR right preconditioning
(⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)

法であった．前処理なし MINRES 法は正規方程式 Ar = 0 (r は残差ベクトル) を解い
ている．一方，右前処理 MINRES 法は重み付き正規方程式 AM−1r = 0 を解いているの
で，リスタート計算を用いても E-SSOR右前処理MINRES法の正規方程式の相対残差ノ
ルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 が十分小さくはならない事例はありえ，今回扱った静磁場問題の一例である
inconsistentな系の行列，右辺ベクトルデータはその事例であった．この静磁場問題では
正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−7 以下にする精度の解を求めるという意味では

E-SSOR右前処理MINRES法は有効であると言える．
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Fig. 31. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after automatic restart for MINRES with E-SSOR
right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)
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Fig. 32. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES with E-SSOR right preconditioning
(⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)

74



0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

Number of MINRES iterations

R
e
l
a
t
i
v
e
 
R
e
s
i
d
u
a
l

Fig. 33. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after first automatic restart for MINRES with
E-SSOR right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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Fig. 34. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after second automatic restart for MINRES with
E-SSOR right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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RES with scaling right preconditioning (△), and MINRES with E-SSOR right precondi-
tioning (⋆) for an inconsistent problem
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10. まとめ

対称特異な係数行列をもつ連立一次方程式に対して，inconsistentな場合にも残差の二乗
ノルムを最小とする解を与えるMINRES法を採用し，今回の研究では右前処理MINRES
法の定式化を行った．

数値誤差を考慮しない理論上は，右前処理 MINRES法は正則な系だけでなく，特異系
に対しても，任意の右辺ベクトル，任意の初期ベクトルに対して，前処理行列に関するノ

ルムの意味で残差ノルムが最小となる解に破綻することなく収束することを証明した．特

に，consistentな系の場合，初期ベクトルを係数行列に対して右前処理した行列の値域に
入るようにとれば，前処理行列に関するノルムでの最小ノルム解に収束することも証明

した．

さらに，前処理として，CG 法の両側前処理の計算量を削減するのに用いられる
Eisenstat’s trick を SSOR 右前処理に適用した MINRES 法 (E-SSOR 右前処理 MINRES
法)を提案した．
数値実験では 3 つの半正定値行列を係数行列とする consistent な連立一次方程式に

E-SSOR右前処理を適用したところ，スケーリング右前処理 MINRES法より速く収束し
た．また，inconsistentな連立一次方程式については，一つの行列については E-SSOR右
前処理MINRES法はスケーリング右前処理MINRES法より速く収束することを確認し，
数値実験に用いた全ての inconsistentな系に対しては，重み付き正規方程式の相対残差ノ
ルムをより小さくすることができた．

さらに E-SSOR右前処理MINRES法をリスタートすることにより，inconsistentな系に
対して重み付き正規方程式の相対残差ノルムをさらに小さくすることができることを示し

た．同時に正規方程式の相対残差ノルムも E-SSOR右前処理MINRES法をリスタートす
ることにより，小さくできる事例を確認でき，元の最小二乗問題 (1.2)を解く意味で前処
理に依存しない，正規方程式の相対残差ノルムで評価した場合，精度のよい解を得ること

ができた．一方でリスタートを用いても，今回扱った静磁場問題における inconsistentな
連立一次方程式の事例に対しては，E-SSOR右前処理 MINRES法による正規方程式の相
対残差ノルムを 10−8 以下にはできなかったが，理論上はこういった事例はありえる．し

かしながら，正規方程式の相対残差ノルムを E-SSOR右前処理MINRES法はリスタート
を用いなくても 10−7 以下にすることはできた．
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11. 今後の研究課題

今後の研究課題としては，応用分野から現れる特異対称系，半正定値対称系に対して

E-SSOR 右前処理 MINRES 法の実用性を数値実験によって検証することが挙げられる．
まず提案した E-SSOR右前処理MINRES法が半正定値対称系以外の特異対称系への数値
実験による収束性の検証が挙がる．

提案した E-SSOR 右前処理 MINRES 法は本論文にて証明した定理より，丸め誤差に
よる数値誤差を考慮しない理論の上では特異対称系に収束するので，半正定値系のみな

らず，不定値特異系に対して数値実験を行い，その収束性を検証する必要がある．応用

分野として [42] で報告されている非圧縮流体をを記述する Stokes 方程式を最小二乗型
Galerkin安定化有限要素法で離散化して得られる系がある．
また今回扱った応用分野で扱った問題以外からの半正定値系の応用分野に対して E-

SSOR右前処理 MINRES法の数値実験を行い，半正定値系に対して本手法の実用性を検
証する必要がある．

さらに静磁場問題における inconsistentな系を E-SSOR右前処理 MINRES法で得られ
る解の物理的な妥当性を検証する．

次に右前処理 MINRES 法は特異系が inconsistent である場合，理論上は元の最小二乗
問題を解く前処理なしMINRES法と必ずしも等価でないことに対する考察が必要である．

9章で論じたように，提案した E-SSOR右前処理MINRES法は今回扱った係数行列が
半正定値であり，inconsistentな系については正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を静磁
場問題では 10−7 以下に，7.4節で扱った系についてはリスタート計算を用いれば，小さく
することはできた．しかしながら，9章で論じたように右前処理 MINRES法は理論の上
では，重み付き正規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を小さくする手法であり，これは正

規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 を小さくすることとは必ずしも等価でない．

そこで丸め誤差による数値誤差を考慮しない理論上ならびに数値実験の上で，E-SSOR
右前処理 MINRES法がリスタート計算を含め，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を小
さくできる場合はどのような条件であるか検証していく必要がある．

またリスタート計算もスケーリング右前処理法 MINRESでは重み付き正規方程式の相
対残差ノルムを小さくする意味でも有効ではなかったので，リスタート計算が有効になる

条件を理論上ならびに数値実験の上で検証する必要がある．

また今回 MINRES 法の収束性の改善という意味で前処理として E-SSOR 右前処理
MINRES法を提案し，リスタート計算を用いたが，文献 [13]，[20]が報告している部分
再直交化が今回の研究で採用したMINRES法に有効か否かを検証する．
また，既存研究との比較では MINRES-QLP法と提案した E-SSOR右前処理 MINRES
法ならびにそのリスタート法との比較において，MINRES-QLP法の収束判定手法につい
て調査，検証し，性能をあらためて比較する．
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本付録では，3 章の関連研究における 3.1 節の Kyrlov 部分空間法のアルゴリズムを
示す．

また本付録では，数値実験により半正定値系に対して，前処理なし MINRES 法やス
ケーリング右前処理 MINRES 法と比較し，有効であることを示した E-SSOR 右前処理
MINRES法を他の反復法と比較することを目的とした数値実験結果を報告する．
具体的には GMRES法，MINRES-QLP法，MR-2法ならびに RRMR法と E-SSOR右
前処理MINRES法を正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値により，性能比較をする．

付録. 1. CG法のアルゴリズム

CG法のアルゴリズムを Algorithm 6に示す．

Algorithm 6 : CG method
1. Choose initial approximate solution x(0)

2: Compute r(0) = b − Ax(0), p(0) = r(0)

3: for j = 0 until convergence do
4: α j = (r( j), r( j))/(Ap( j), p( j))
5 : x( j+1) = x( j) + α j p( j)

6 : r( j+1) = r( j) − α jAp( j)

7: check convergence
8: β j = (r( j+1), r( j+1))/(r( j), r( j))
9: p( j+1) = r( j+1) + β j p( j)

19:end do
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付録. 2. GMRES法のアルゴリズム

GMRES 法のアルゴリズムを Algorithm 7 に示す．ここで，行列 H̄k ∈ R(k+1)×k は

Algorithm 7 : GMRES method
1. Choose initial approximate solution x(0)

2: Compute r(0) = b − Ax(0), β = ∥r(0)∥2, v1 = r(0)/β

3: for j = 0 until convergence do
4: w( j) = Av( j)

5: for i = 1, 2, ..., j
6: hi, j = (w( j), v(i)), w( j) = w( j) − hi, jv(i)

7: end do
8: h j+1, j = ∥w( j)∥2. If h j+1, j = 0, goto line 11.
9: v( j+1) = w( j)/h j+1, j

10: end do
11: k: = j
12: Form the approximate solution xk = x0 + [v(1), ...., v(k)]yk

where y = yk minimizes ∥rk∥2 = ∥βe1 − H̄k y∥2.

Hessenberg行列である．また，e1 = [1, 0, ...., 0]T ∈ R(k+1) である．
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付録. 3. 自動リスタート E-SSOR右前処理 MINRES法と
GMRES法の比較

8.1 節ならびに 8.2.1 節で提案した自動リスタート E-SSOR 右前処理 MINRES 法と
GMRES法の性能を比較する．
比較する目的は，リスタート E-SSOR右前処理MINRES法の収束に影響があった丸め
誤差に GMRES法はMINRES法に比べ，強いため，GMRES法がリスタート E-SSOR右
前処理MINRES法に比べ，収束性がよいか検証することである．
特異系に前処理付き GMRES法を適用する場合には，5.1節の議論から右前処理の場合，
前処理行列が正則であれば問題の等価性が保たれる．そこで，今回は右前処理 GMRES法
ならびに前処理なし GMRES法を係数行列が bcsstk25，bcsstk36である inconsistentな系
に適用する．

まず係数行列が bcsstk25である inconsistentな系に対して，SSOR右前処理 GMRES法
と SOR右前処理 GMRES法 (いずれも内部反復数は 1であり，加速パラメータは 1.0)を
適用した場合，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−8 以下を収束判定条件としたと

きの CPU時間を Table 17に示す．

Table 17. Computation results of GMRES with SOR and SSOR right preconditioing for
an inconsistent problem for bcsstk25 (Iter: number of iterations, Tno: computation time
not including the computation of the relative residual norm )
Convergence criterion: ∥Ar j∥2

∥Ab∥2
< 10−8 (bcsstk25)

Method Iter Tno [sec]

GMRES with SOR right preconditioning 4,471 944.6

GMRES with SSOR right preconditioing 3,616 556.5

bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式については，自動リスタート
E-SSOR右前処理MINRES法を適用した場合，Fig. 31での 375ステップ目で，正規方程
式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値は 3.65 × 10−9 であり，10−8 以下になっている．したがっ

て，bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式については，自動リスター
ト E-SSOR右前処理MINRES法は 4,261ステップまで反復し，さらに 4,261ステップ目
での解を初期解としてリスタートしたとき 375 ステップで ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 < 10−8 を達成できる．

よって ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 < 10−8 を収束判定条件とした場合にも Table 15と同じ値の反復数ならびに

CPU時間を要し，それをあらためて Table 18として示す．
bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対し， ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 < 10−8 を収束

判定条件としたとき，自動リスタート E-SSOR右前処理 MINRES法の CPU時間を示す

85



Table 18. Computation results for an inconsistent problem for bcsstk25 ( Tres: computa-
tion time including the computation of the relative residual norm, Tno: computation time
not including the computation of the relative residual norm, Iter: number of iterations)
Iteration number for getting the initial guess for Restarted MINRES with E-SSOR right
preconditioning
Convergence criterion : ∥Ar j∥2

∥Ab∥2
< 10−8 (bcsstk25)

Method Iter Tres [sec] Tno [sec]

MINRES with E-SSOR right preconditioning 4,261 5.622 5.656

1st auto restarted MINRES with E-SSOR right preconditioing 375 0.478 0.434

Total of auto restarted MINRES with E-SSOR right preconditioning 4,636 6.1 6.09

Table 18 と，SSOR または SOR 右前処理 GMRES 法の CPU 時間を示す Table 17 を比
較すると，自動リスタート右前処理 MINRES法が高速であり，自動リスタート右前処理
MINRES 法を 1 度リスタートし，375 ステップまでしたとき，SSOR 右前処理 GMRES
法に比べ，91.4倍，SOR右前処理 GMRES法に比べ，155.1倍高速であった．
なお，bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対し，SOR法右前処
理 GMRES法，SSOR法右前処理 GMRES法を適用した場合の正規方程式の相対残差ノ
ルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 36，Fig. 37に示す．
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Fig. 36. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for GMRES with SOR right preconditioning for
an inconsistent problem (bcsstk25)

次に係数行列が bcsstk36 である inconsistent な系に対して，GMRES 法や右前処理
GMRES法を考える．
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Fig. 37. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for GMRES with SSOR right preconditioning for
an inconsistent problem (bcsstk25)

GMRES 法，SOR 右前処理 GMRES 法と SSOR 右前処理 GMRES 法を適用した場合
の，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 38，Fig. 39，Fig. 40に
示す．

なお，SSOR右前処理，SOR右前処理では加速パラメータは 1.0であり，内部反復数は
1とした．
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Fig. 38. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for GMRES without preconditioning for an in-
consistent problem (bcsstk36)

bcsstk36 を係数行列とする inconsistent な連立一次方程式に対しては，前処理なし
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Fig. 39. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for GMRES with SOR preconditioning for an
inconsistent problem (bcsstk36)
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Fig. 40. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for GMRES with SSOR preconditioning for an
inconsistent problem (bcsstk36)

GMRES法がもっとも正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 を小さくでき，10−4 以下にでき

たが，E-SSOR右前処理MINRES法を 2回リスタートした場合，10−6 以下にできたこと

と比較し，精度のよい解が得られたとは言えない．

今回の数値実験では GMRES法に対して SSOR右前処理，SOR右前処理の内部反復数
を 1にした場合については自動リスタート E-SSOR右前処理MINRES法の方が収束に要
する CPU時間ならびに正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を評価した場合，収束性がよ
いことが示された．
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一方で GMRES 法は MINRES 法より計算量が大きいため，収束性の改善のために
SSOR 右前処理や SOR 右前処理の内部反復数を多くすることが考えられる．今後 SOR
右前処理 GMRES法，SSOR右前処理 GMRES法については内部反復数を 2以上にする
ことや加速パラメータの変更を行い，あらためてリスタート E-SSOR右前処理 MINRES
法と性能を比較することを考えている．

89



付録. 4. Eisenstat’s trickの適用範囲ならびに Eisenstat
IC(0)右前処理 MINRES法

ここまででは Eisenstat’s trickを SSOR右前処理 MINRES法に適用した E-SSOR右前
処理MINRES法を提案し，数値実験によりその有効性を示してきた．
そこで本節では Eisenstat’s trick が他の前処理に適用できないか検証し，できる場合に
はその手法を右前処理とした MINRES法の性能を E-SSOR右前処理 MINRES法の性能
と比較することを目的とした数値実験を行う．

行列 Lを係数行列 Aの狭義下三角部分，行列 Dを対角成分が正の任意の対角行列とし
たとき，Eisenstat’s trickが適用できるのは，文献 [11]，[33]で述べられているように，前
処理行列 M が，

M = (D + L)D−1(D + LT)

という形の場合である．文献 [11]，[33]で述べられているように，IC(0)前処理 ( [28])が
この形になり，本研究で提案した E-SSOR右前処理MINRES法での SSOR右前処理の代
わりに，IC(0)右前処理に Eisenstat’s trickを適用したMINRES法 (以後，E-IC(0)右前処
理MINRES法と略記する)が実現できるのでを実装し，その数値実験結果を報告する．

IC(0)前処理について説明する．係数行列 A = L + D0 + LT とし，Lは Aの狭義下三角
部分，D0 は Aの対角部分と分割する．
ここで IC(0)前処理で使われる前処理行列 M = (D+ L)D−1(D+ L)は，行列 Aの対角成
分と行列 M の対角成分を同じにするという条件で，対角行列 Dの成分を求める．具体的
には対角行列 Dの対角成分 D(i,i) を式 (付録. 4.1)のように求める．

D(i,i) = A(i,i) −
i−1∑
k=1

A2
(i,k)

D(k,k)
(付録. 4.1)

なお，行列の下の添え字は例えば (i, j)ならばその行列の (i, j)成分を意味する．この式付
録. 4.1を使って求めた対角行列 Dと，係数行列 Aの狭義下三角成分の行列 Lを使って，
IC(0)前処理行列 M は式 (付録. 4.2)で与えられる．

M = (D + L)D−1(D + L)(付録. 4.2)

ただし Eisenstat’s trickをこの IC(0)前処理に使うためには，対角行列 Dの対角成分が
正の値でなければならない．一方，行列 Aの性質が悪いと対角行列 Dの成分の負の成分
が現れることがある ( [15])．今回数値実験に用いた bcsstk25，bcsstk36 ではこの条件で
は正の対角行列 D が求めることができず，文献 [15] にあるように係数行列 A の対角成
分に 1 以上の値である加速係数 c をかけ，対角行列 D の対角成分を正になるようにし，
Eisenstat’s trickを IC(0)前処理に適用できるようにし，E-IC(0)右前処理MINRES法を実
現した．行列Aの対角成分を大きくした．
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具体的には以下の式 (付録. 4.3)を使って，対角行列 Dの対角成分を求めた．

D(i,i) = c × A(i,i) −
i−1∑
k=1

A2
(i,k)

D(k,k)
(付録. 4.3)

具体的には加速係数 cとして，bcsstk25が係数行列の場合は 1.26，bcsstk36が係数行列の
場合は 1.18とした．加速係数 cをこれらの値にしたのは数値実験を試した中では，それ
ぞれの係数行列の場合重み付き正規方程式の相対残差ノルムを小さくできるため，または

それに要する反復数が小さかったためである．

Eisenstat’s trickを適用した E-IC(0)右前処理MINRES法のアルゴリズムが，6.1節で説
明した E-SSOR右前処理MINRES法のアルゴリズムと異なる点は，以下の 2点である．

• 対角行列 D
• E-IC(0)右前処理MINRES法では E-SSOR右前処理MINRES法で用いる加速パラ
メータ ωが 1と固定されている点

E-IC(0)右前処理MINRES法を行列 bcsstk25，bcsstk36を係数行列とする inconsistent
な連立一次方程式に適用した場合，それぞれ Fig. 41，Fig. 42に重み付き正規方程式の相
対残差 ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 vs. 反復数のグラフを示す．
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Fig. 41. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations for MINRES with E-IC(0) right precondition-
ing (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25)

E-IC(0)右前処理MINRES法は，E-SSOR右前処理MINRES法と比較し，重み付き正
規方程式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 を小さくすることはできなかった．
このため，E-SSOR 右前処理 MINRES 法の方が E-IC(0) 右前処理 MINRES 法より

bcsstk25，bcsstk36を係数行列とする inconsistentな問題に対しては，重み付き正規方程
式の相対残差ノルム ∥AM−1 r j∥2

∥AM−1 b∥2 の値で評価する限り，性能がよかった．
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Fig. 42. ∥AM−1 r j∥2
∥AM−1 b∥2

vs. number of iterations for MINRES with E-IC(0) right precondition-
ing (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36)
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付録. 5. 4倍精度演算と倍精度演算の比較による，丸め誤差
の影響の検証

右前処理 MINRES法は定理 5.6にて証明したように，正則な系，特異系いずれの場合
に対しても，前処理行列の逆行列に関するノルムに関して，残差ノルムを最小とする解に

収束する．

しかしながら 8章では E-SSOR右前処理MINRES法をリスタートしないと重み付き正
規方程式の相対残差ノルムの値で収束を判定した場合，収束が不十分であり，リスター

ト計算により重み付き正規方程式の相対残差ノルムの値をより小さくすることができた．

リスタート計算をしないと収束が不十分な理由を丸め誤差とした．さらに最小二乗問題

を解いているので，9 章で報告したように inconsistent な系に対して E-SSOR 右前処理
MINRES 法をリスタートさせることにより，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を係数
行列が bcsstk25の場合には 10−10 以下，係数行列が bcsstk36の場合には 10−8 以下にする

ことができた．E-SSOR右前処理 MINRES法をリスタートしないと，正規方程式の相対
残差ノルムの値は係数行列が bcsstk25 で inconsistent な系については 10−8 以上 10−7 未

満，係数行列が bcsstk36で inconsistentな系については 10−3 以上 10−2 未満であった．

本章では丸め誤差の影響を検証するため，E-SSOR 右前処理 MINRES 法を bcsstk25，
bcsstk36を係数行列とする inconsistentな系に適用した場合の数値実験を 4倍精度演算で
行った場合の正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを報告し，倍精度演
算の場合と比較する．なお，加速パラメータは 1.0とした．

9.1 節で報告したように係数行列が bcsstk25 の場合にて倍精度演算による E-SSOR 右
前処理 MINRES 法の 20,000 反復した場合ならびに 4,270 ステップ目の解を初期解とし
てリスタートした場合の正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフをそれぞ
れ Fig. 43，Fig. 44に示す．係数行列が bcsstk25の場合の同じ inconsistentな系に対する
E-SSOR右前処理MINRES法の計算を 4倍精度で行った際の正規方程式の相対残差ノル
ム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 45に示す．また係数行列が bcsstk36の場合に対する

4倍精度演算については 9.1節での倍精度演算同様，2回リスタート計算を行った．リス
タート計算の手法，反復数は 9.1節同様で，最初に 20,000反復し，そしてその 20,000ス
テップ目の解を初期解として 1回目のリスタート計算を 20,000反復し，さらにその 1回
目のリスタート計算の 20,000ステップ目の解を初期解として 2回目のリスタート計算を
20,000反復した．そこで最初の 20,000反復の計算，1回目のリスタート計算，2回目のリ
スタート計算のときの ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを倍精度演算の場合についてはそれぞれ
Fig. 46，Fig. 48，Fig. 50に示す．4倍精度演算の場合については，最初の 20,000反復の
計算，1回目のリスタート計算，2回目のリスタート計算のときの ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグ
ラフを Fig. 47，Fig. 49，Fig. 51に示す．
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Fig. 43. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES with E-SSOR right preconditioning
(⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25) (double precision)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

10
-11

10
-10

10
-9

10
-8

10
-7

10
-6

Number of MINRES iterations

R
e
l
a
t
i
v
e
 
R
e
s
i
d
u
a
l

Fig. 44. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after restart for MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25) (double precision)
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Fig. 45. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES with E-SSOR right preconditioning
(⋆) for an inconsistent problem (bcsstk25) (quadruple precision)
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Fig. 46. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES with E-SSOR right preconditioning
(⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36) (double precision)

4倍精度演算をした Fig. 45と，倍精度演算である Fig. 43ならびに 1回リスタート計
算をした Fig. 44 を比較すると係数行列が bcsstk25 である inconsistent な系については，
4倍精度演算の場合リスタート計算をしなくても収束が十分であるのに対し，倍精度演算
の場合リスタート計算をしないと収束が不十分であり，その理由として丸め誤差が考えら

れる．

そこで係数行列が bcsstk25である inconsistentな系に対して，収束判定条件を ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 <
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Fig. 47. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES with E-SSOR right preconditioning
(⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36) (quadruple precision)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
4

10
-7

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

Number of MINRES iterations

R
e
l
a
t
i
v
e
 
R
e
s
i
d
u
a
l

Fig. 48. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after first restart for MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36) (double precision)
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Fig. 49. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after first restart for MINRES with E-SSOR right
preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36) (quadruple precision)
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Fig. 50. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after second restart for MINRES with E-SSOR
right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36) (double precision)

10−10 と設定した際の E-SSOR右前処理 MINRES法を倍精度演算したときと 4倍精度演
算したときの CPU 時間を比較する．なお，この比較についての CPU 時間の計測のみ，
CPU:Intel(R) Core(TM) i7-3667U(2.00GHz);OS:Cent OS 6.4の計算機において，コンパイ
ラは Intel Fortran 13.0.1を使用した．

Table 19には，収束判定条件を ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 < 10−10 とした場合，倍精度演算ではリスタート

計算が 1回必要であり，初期ベクトルを 0として 4,270ステップ反復し，そこで得られた
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Fig. 51. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations after second restart for MINRES with E-SSOR
right preconditioning (⋆) for an inconsistent problem (bcsstk36) (quadruple precision)

解を初期解として 688ステップ反復したときの CPU時間を記述する．

Table 19. Computation results for an inconsistent problem for bcsstk25 (double preci-
sion) (Tno: computation time not including the computation of the relative residual norm,
Iter: number of iterations) Iteration number for getting the initial guess for Restarted MIN-
RES with E-SSOR right preconditioning
Convergence criterion : ∥Ar j∥2

∥Ab∥2
< 10−10 (bcsstk25)

Method Iter Tno [sec]

MINRES with E-SSOR right preconditioning 4,270 4.109

1st restarted MINRES with E-SSOR right preconditioing 688 0.660

Total of restarted MINRES with E-SSOR right preconditioning 4,958 4.769

Table 20には Table 19に示したリスタート計算を 1回行った場合の倍精度演算による
E-SSOR 右前処理 MINRES 法の総 CPU 時間と，リスタート計算をしない場合の 4 倍精
度演算による E-SSOR右前処理法の CPU時間を示す．

Table 20 から，倍精度演算の場合リスタート計算が 1 回必要になるが，そのリスター
ト計算を含めた倍精度演算の方がリスタート計算を必要としない 4倍精度演算と比較し，
45.37倍高速であった．このことから，係数行列が bcsstk25である inconsistentな系に対
してはリスタート計算が必要であっても倍精度演算を用いた方がよかった．

一方で，係数行列が bcsstk36である inconsistentな系については，4倍精度演算で 2回
リスタート計算をした場合の Fig. 51 と倍精度演算で 2 回リスタート計算をした場合の
Fig. 50を比較した場合，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 4倍精度演算，倍精度演
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Table 20. Comparison of Right Preconcitioned MINRES using E-SSOR with double pre-
cision and quadruple precision for an inconsistent problem for bcsstk25 (Tno: computa-
tion time not including the computation of the relative residual norm, Iter: number of
iterations). The values in () are the ratio compared to double precision.
Convergence criterion : ∥Ar j∥2

∥Ab∥2
< 10−10 (bcsstk25)

Computation precision Iter Tno [sec]

double precision 4,958 (1) 4.769 (1)

quadruple precision 4,129 (0.833) 216.36 (45.37)

算でも 10−6 以下にすることができたが，その履歴に大きな差は見られない．これは行列

bcsstk36の条件が悪すぎるため，4倍精度は演算精度として不十分と考えられる．
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付録. 6. Inconsistentな系ならびに悪条件な系に対する関連
手法の数値実験・結果

3.1.5節で述べたMR-2法と RRMR法ならびに 3.1.4節で述べたMINRES-QLP法はい
ずれも対称系に対して，残差の 2乗ノルムを最小化し，かつ解自体の 2乗ノルムが最小と
する解を与える．いずれの手法も数値誤差を考慮しない場合，解自体の 2乗ノルムが最小
とする解を与えることから，特に係数行列が悪条件な系に対して MINRES法より収束性
がよいことを利点としている．

そこで以下では，次の 2つを目的として，MR-2法，RRMR法ならびにMINRES-QLP
法を係数行列が半正定値である inconsistentな系に対する数値実験を行う．

• 悪条件な系に対して，MR-2法，RRMR法ならびにMINRES-QLP法の数値誤差を
考慮しない場合の理論上の利点を，丸め誤差といった数値誤差が入る場合にて成立

するか検証．

• 静磁場問題に対し，MR-2法を適用し，実用性を検証．

6-1. 悪条件かつ inconsistentな系に対する MR-2法と RRMR法

悪条件な行列 bcsstk25，bcsstk36 を係数行列とする inconsistent な連立一次方程式に
RRMR 法を適用した場合，それぞれ Fig. 52，Fig. 53 に正規方程式の相対残差ノルム
∥Ar j∥2
∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを示す．
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Fig. 52. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for RRMR for an inconsistent problem (bcsstk25)

RRMR法は対称特異系に対し，最小ノルム解を与えるが，悪条件である半正定値行列
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Fig. 53. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for RRMR for an inconsistent problem (bcsstk36)

bcsstk25，bcsstk36を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対しては，正規方
程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値を各々 10−5，10−3 未満と収束が不十分であった．

bcsstk25 を係数行列とする inconsistent な系の場合，RRMR 法を適用したときの Fig.
52と E-SSOR右前処理MINRES法を適用したときの Fig. 30を比較すると，リスタート
をしない際では E-SSOR右前処理 MINRES法の方が正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2
を 10−6 未満とより小さくすることができ，有効である．

一方，bcsstk36を係数行列とする inconsistentな系の場合，RRMR法を適用したときの
Fig. 53と E-SSOR右前処理MINRES法を適用したときの Fig. 32を比較すると，正規方
程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−3 未満にするには RRMR 法の方が少ない反復数で済
む．しかしながら両手法とも十分な収束とはいえない．

そこで，E-SSOR右前処理 MINRES法の収束性の改善に有効であったリスタート計算
を，RRMR 法も行い，E-SSOR 右前処理をリスタート計算した場合と正規方程式の相対
残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値を比較することで，得られる解の精度を比較する．
RRMR法を半正定値行列 bcsstk25，bcsstk36を係数行列とする inconsistentな連立一次
方程式に対してリスタート計算するときの反復数ならびにその反復数での正規方程式の相

対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値を Table 21に示す．

次に，bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対して，RRMR法を
1,112反復し，1,112反復目で得られた解を初期解としてリスタート計算した場合，正規
方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 54に示す．また bcsstk36を係
数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対して，RRMR法を 3,929反復し，3,929
反復目で得られた解を初期解としてリスタート計算した場合，正規方程式の相対残差ノル

ム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 55に示す．
係数行列が bcsstk25である inconsistentな連立一次方程式に対しては RRMR法をリス
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Table 21. Iteration number for getting the initial guess for Restarted RRMR and ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

at
that iteration number

Matrix Iteration number ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

bcsstk25 1,112 9.83 × 10−6

bcsstk36 3,929 9.52 × 10−4
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Fig. 54. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for Restarted RRMR for an inconsistent problem (bcsstk25)
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Fig. 55. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for Restarted RRMR for an inconsistent problem (bcsstk36)
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タート計算した場合の Fig. 54 と，E-SSOR 右前処理 MINRES 法を自動リスタート計算
した場合の Fig. 31 を比較すると，E-SSOR 右前処理 MINRES 法を自動リスタート計算
した場合では，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−8 未満にでき，精度のより良い

解が得られることができた．

一方，係数行列が bcsstk36である inconsistentな連立一次方程式に対しては RRMR法
を 1回リスタート計算した場合の Fig. 55とリスタート計算をする前の Fig. 53を比較す
ると，リスタート計算をしても正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値が 10−3付近で振動

しており，10−4 未満にすることはできず，振動しているため E-SSOR右前処理MINRES
法と異なり，2回目のリスタート計算をする初期解を得るための 1回目のリスタート計算
の反復数を決めることが困難であった．

係数行列が bcsstk36である inconsistentな連立一次方程式に対して，RRMR法を 1回
リスタート計算した場合の Fig. 55と E-SSOR右前処理MINRES法を 2回自動リスター
ト計算した場合の Fig. 34を比較すると，E-SSOR右前処理 MINRES法を 2回自動リス
タート計算した場合では，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−6 未満にでき，精度

のよりよい良い解が得られることができた

悪条件行列 bcsstk25，bcsstk36を係数行列とする inconsistentな系に対して，RRMR法
と E-SSOR右前処理MINRES法の数値実験結果として以下が言えた．

• リスタート E-SSOR 右前処理 MINRES 法の方がリスタート計算を含めた RRMR
法と比較し，精度の良い解が得られた．

• RRMR法についてはリスタート計算は有効でなかった．

次に数学的には RRMR法と等価なMR-2法を悪条件行列 bcsstk25，bcsstk36を係数行
列とする inconsistentな連立一次方程式に適用した場合，それぞれ Fig. 56，Fig. 57に正
規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを示す．
MR-2法も対称特異系に対し，RRMR法同様に最小ノルム解を与えるが，Fig.56から悪
条件である半正定値行列 bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対し
ては，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値を 10−5 未満にはできたが，10−6 未満には

できず，収束が不十分であった．また正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値が大きく振

動した．

このMR-2法の結果である Fig.56と，E-SSOR右前処理MINRES法を適用したときの
Fig. 30を比較すると，E-SSOR右前処理MINRES法の方が，正規方程式の相対残差ノル
ム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値を 10−6 未満にすることができたのと同時に，MR-2法のような大きな振動

はない点で有効である．

一方，悪条件である半正定値行列 bcsstk36を係数行列とする inconsistentな連立一次方
程式に対しては，Fig.57からMR-2法は，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値を 10−6

未満にできる一方，E-SSOR右前処理MINRES法を適用したときの Fig. 32では 10−3 未
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Fig. 56. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MR-2 for an inconsistent problem (bcsstk25)
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Fig. 57. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MR-2 for an inconsistent problem (bcsstk36)

満にはできたが，10−4 未満にできなかった．MR-2 法では正規方程式の相対残差ノルム
∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値が大きく振動するものの 10−6 未満にできた以降のステップ数でも 10−3 未満に

できた．したがって，bcsstk36を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対して
は，リスタート計算をしない場合，MR-2法の方が E-SSOR右前処理MINRES法より精
度のよい解を得ることができた．

次に MR-2 法，E-SSOR 右前処理 MINRES 法をリスタート計算した場合を比較する．
まず bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対してMR-2法を 1,430
ステップし，そのときの解を初期解としてリスタート計算した場合の正規方程式の相対残

差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを Fig. 58に示す．なお，MR-2法を初期ベクトルを 0
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として 1,430 ステップときの正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値は，8.27 × 10−6 で

あり，10−5 未満になったので，MR-2法をリスタート計算するステップ数として 1,430ス
テップに今回の研究では決めた．
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Fig. 58. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for Restarted MR-2 for an inconsistent problem (bcsstk25)

Fig. 58から悪条件な半正定値行列 bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次
方程式に対してMR-2法を 1,430ステップし，そのときの解を初期解としてリスタート計
算を 88,501 ステップした場合，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 が 9.99 × 10−7 にな

り，10−6 未満にはできたが，リスタート計算を 100,000ステップする限りでは 10−7 未満

にはできなかった．さらに正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値の振動が大きかった．

これに対し，Fig. 31から E-SSOR右前処理MINRES法を自動リスタート計算すると，
正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 を 10−8未満にでき，かつ大きな振動がなかった．よっ

て悪条件な半正定値行列 bcsstk25を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式に対し
てはリスタートMR-2法よりリスタート E-SSOR右前処理MINRES法の方が頑強で精度
のよい解を得ることができた．

一方，悪条件な半正定値行列 bcsstk36を係数行列とする inconsistentな連立一次方程式
に対しては，MR-2法の場合の Fig. 57と，E-SSOR右前処理MINRES法を 4回リスター
トした場合の Fig. 29を比較すると，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値がMR-2法

は 10−6 未満，リスタート E-SSOR右前処理MINRES法は 10−8 未満にできた．

またリスタートを用いた E-SSOR右前処理MINRES法の正規方程式の相対残差ノルム
∥Ar j∥2
∥Ab∥2 が振動しながらも，大きな振動はしない一方，MR-2法の正規方程式の相対残差ノ

ルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 は振動が大きい．この点から悪条件な半正定値行列 bcsstk36 を係数行列とす

る inconsistentな連立一次方程式に対してもMR-2法よりリスタートを用いた E-SSOR右
前処理 MINRES法の方が正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値で評価した場合，精度
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のよい解が得られると判断した．

そこでさらに悪条件な半正定値行列 bcsstk36を係数行列とする inconsistentな連立一次
方程式に対してもMR-2法を 50,140ステップ反復し，50,140ステップで得られた解を初
期解として 1回リスタート計算した場合の正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数
のグラフを Fig. 59に示す．
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Fig. 59. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for Restarted MR-2 for an inconsistent problem (bcsstk36)

Fig. 59はグラフの表示を 1ステップ目から 200ステップ毎にしている．bcsstk36を係
数行列とする inconsistent な連立一次方程式に対しても MR-2 法を 50,140 ステップ反復
し，50,140ステップで得られた解を初期解としてリスタート計算した場合，正規方程式の
相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 をリスタート計算後の反復数で 50,809 ステップにて 6.70 × 10−8，

94,588ステップにて 4.39 × 10−9 とし，リスタート計算が効果があった．さらに E-SSOR
右前処理 MINRES 法を 4 回リスタート計算した場合も正規方程式の相対残差ノルム
∥Ar j∥2
∥Ab∥2 を 10−8 未満にでき，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 で評価した場合倍精度であ
ることを考慮すると両手法とも精度のよい解を得ることができた．

一方で Fig. 59 を見る限り，MR-2 法をリスタート計算した場合はリスタートしない
場合同様，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 は大きく振動し，10−7 未満の後ならびに

10−8 未満になった後反復を重ねると 10−4 前後の値になった．それに対し E-SSOR 右前
処理 MINRES法をリスタート計算した場合，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の振動
は小さい．この点では，E-SSOR右前処理MINRES法を 4回リスタートした場合の方が
MR-2法をリスタートした場合より頑強であり，優れている．
さらにMR-2法を 2回目以降のリスタートするにも正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2
の振動が大きいため，リスタートするステップ数を決めるのが容易ではない．

加えて，毎ステップ正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値を計算し，収束判定するこ
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とは毎ステップ正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値の計算量を考慮すると実用的でな

い．実際にはあるステップ毎に収束判定のために正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値

を計算するのが実用的であり，その点を考慮すると正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の

値が振動せず，10−8 未満の精度の解を得るには 4回リスタートした右前処理 E-SSOR右
前処理MINRES法の方がリスタートMR-2法より実用的であると考えた．

6-2. 静磁場問題における inconsistentな系対する MR-2法の数値実験　
(実用性検証)

2.3節，7.3節で述べた静磁場問題における inconsistentな連立一次方程式にMR-2法を
適用した場合，Fig. 60に正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反復数のグラフを示す．
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Fig. 60. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MR-2 for an inconsistent problem (Static magnetic field)

MR-2法は対称特異系に対し，最小ノルム解を与えるが，静磁場問題における係数行列
が半正定値である inconsistentな連立一次方程式に対しては，E-SSOR右前処理MINRES
法の方が正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値で評価した場合，10−7 以下にできるた

め，精度のよりよい解が得られた．またMR-2法は正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の

値が大きく振動するのに対し，E-SSOR右前処理 MINRES法では振動が小さく，その点
でも E-SSOR右前処理MINRES法の方がMR-2法よりここで扱った静磁場問題から得ら
れる係数行列が半正定値である inconsistentな連立一次方程式に対しては優れている．

6-3. 悪条件かつ inconsistentな系に対する MINRES-QLP法

3.1.4節で報告した MINRES-QLP法を悪条件な半正定値行列 bcsstk25，bcsstk36を係
数行列とする inconsistentな系に適用した数値実験を報告する．
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この数値実験の目的は， 6-1.節同様に，悪条件な系に対して，MINRES-QLP法の数値
誤差を考慮しない場合の理論上の利点を，丸め誤差といった数値誤差が入る場合にて成

立するか検証することである．特に文献 [5–7]にて提案しているMINRES-QLP法は解自
体の 2 乗ノルムが最小とする解を与えることから，特に係数行列が悪条件な系に対して
MINRES法より収束性がよいことを利点と主張しているので，その点を数値実験により
検証する．

MINRES-QLP法は前処理なしなので，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の結果を述

べる．

係数行列が bcsstk25，bcsstk36 である inconsistent な連立一次方程式に MINRES-QLP
法を適用した場合，それぞれ Fig. 61，Fig. 62に正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 vs. 反
復数のグラフを示す．なお，MINRES-QLPのソースプログラム (Fortran)を公開されてい
るサイトからダウンロードし，それを今回の数値実験では用いた．
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Fig. 61. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES-QLP for an inconsistent problem (bcsstk25)

MINRES-QLP を悪条件な bcsstk25，bcsstk36 を係数行列とする inconsistent な連立一
次方程式に適用し，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2

∥Ab∥2 の値を計算したが，本論文で報告

した E-SSOR 右前処理 MINRES 法による正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 と比較し，

小さい値にならなかった．すなわち，正規方程式の相対残差ノルム ∥Ar j∥2
∥Ab∥2 の値で評価する

限り，E-SSOR右前処理 MINRES法の方が MINRES-QLP法より精度のよい解を得るこ
とができた．

一方，文献 [5–7]ではMINRES-QLPの収束判定条件が本論文と異なる．今後この収束
判定条件の評価方法を調査，検証し，あらためて E-SSOR右前処理MINRES法との性能
比較を行う予定である．
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Fig. 62. ∥Ar j∥2
∥Ab∥2

vs. number of iterations for MINRES-QLP for an inconsistent problem (bcsstk36)
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