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第 1 章 研究の目的と論文の構成 

 

 本論文では、空間点パターンをグラフィカルに分類する方法として AG-curve（AGglomerative-curve）を

提案する。これは凝集型階層的クラスター分析（Agglomerative Hierarchical Clustering Algorithm）を応用し

た方法である（以降は AHC 手法と呼ぶ）。これまで AHC 手法として多くの方法が提案されており、AG-

curve もそれらに対応している。例えば、最短距離法（single-linkage）を応用した AGsi-curve、最長距離法

（complete-linkage）を応用した AGco-curve、重み無し群平均法（average-linkage）を応用した AGav-curve

等である。 

 

本研究の目的は、 

・AG-curve を用いた空間点パターンの分類方法を提案する。 

 ・空間点パターンの分類に適した AHC 手法を探索する。 

・既存のグラフィカルな分類方法に対する AG-curve の優位性を検証する。 

・AG-curve の数理的性質を明らかにする。 

である。 

 

自然科学分野での空間点パターンは 2 次元の事例が多い。しかし多変量（多次元）を取り扱う分野での

利用を考え、先行研究で提案された手法から本論文で提案する手法まで、各種統計量の導出に当たって

は多次元を基本とした。 

 

本論文の構成は以下のようになる。 

 

第Ⅰ部 序説 

（第 1 章 研究の目的と論文の構成） 
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第 2 章 空間点パターン 

第 2 章では、空間点パターンを研究対象とする分野、および AG-curve による分類対象となる様々な

空間点パターンを紹介する。本研究において空間点パターンは、ランダム型・集中型（凝集型）・規則

型の 3 種類に分類される。その中のランダム型を厳密に定義するために用いる完全空間ランダム性

（CSR, Complete Spatial Randomness）は、分類の基準となるもので非常に重要である。これは、時系列

解析や信号処理における、ホワイト・ノイズ性に相当するものである。また、第 2 部および第 3 部の該

当章に於いて、分類の対象となる 3 種類の空間点パターン（2 次元）を提示する。これらは全て現実の

空間点パターンである。 

 

第Ⅱ部 空間点パターンのグラフィカルな分類に関連する先行研究 

 

第 3 章 近接グラフ（Proximity graph） 

 空間点パターンの分類方法の中には近接グラフと関係の深いものが多い。第 3 章では先行研究で確

立されたグラフィカルな方法および、新たに提案するグラフィカルな方法の基礎をなす近接グラフの

辺長の分布を導出する。近接グラフとは、点の近さを表す「近接性」によって構築されるグラフである。

本研究に関係する近接グラフは、第 1 近隣木、第 k 近隣木、相互最近隣対（Reciprocal nearest neighbor 

pair）、MST（Minimum Spanning Tree）である。領域内に強度 λで一様ランダムに配置された点過程に

対する辺長の分布を対象とする。多次元で導出したのち、具体例として 1 次元・2 次元・3 次元の結果

（確率密度関数、期待値、標準偏差）を示す。 

 

第 4 章 空間点パターンのグラフィカルな分類方法 

第4章では空間点パターンの探索的データ解析に用いられるグラフィカルな分類方法を取り上げ

る。これらは近接グラフ（Proximity graph）に基づくものと、2次特性（Second-order characteristics）に

基づくものに分けられる。ここでは前者としてG関数・F関数・J関数を、後者としてK関数・L関数・

pair correlation 関数を取り上げる。空間点過程の2次特性とは、2点の相互作用、あるいは空間上の関
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係が空間内でどのように変化するのかを記述する量である。 

  各分類方法の説明の後に、その分類方法を用いた具体例を示す。分類対象の空間点パターンが、ラン

ダム型・規則型・集中（凝集）型のどのタイプに属するのかをグラフィカルに判定する内容である。こ

こでは分類対象として第 1 章で示した 3 種類の現実の点パターンを用いる。 

 

第 5 章 凝集型階層的クラスター分析 

本研究で提案する AG-curve は AHC 手法の併合距離とクラスター数の間の関係を示している。そこ

で AHC 手法の概略を Lance and Williams（1967）の組合せ的な手法を用いて示す。次に多くの AHC

手法が持つ単調性に焦点をあてる。単調性とはクラスター化の進展とともに併合距離が単調に増加す

ることを意味する。この単調性は AG-curve からの要請である。単調性の説明のため、様々な距離が

もつ性質を示したのち、単調性の判別条件となる強メトリック不等式を示す。 

最後に、単調性が保証されている AHC 手法として、具体的に最短距離法・最長距離法・（重み無

し）群平均法を取り上げ、それぞれの併合距離の定義とクラスター化の特徴を示す。さらに比較のた

め、単調性が保証されていないセントロイド法も取り上げる。 

 

第Ⅲ部 本研究で提案する空間点パターンのグラフィカルな分類方法 

 

第 6 章 AG-curve による空間点パターンの分類 

第 6 章は本論文の主要な部分である。提案する AG-curve の定義と作図手順を示したのち、空間点パ

ターンの分類に適した AHC 手法を探索する。AG-curve には単調性が期待されているので、その基礎と

なる AHC 手法にも単調性が期待される。したがって探索する AHC 手法の候補として、単調性が保証

されている、最短距離法・最長距離法・群平均法の 3 手法を選択する。結果として最短距離法が選択さ

れることになる。最短距離法（single-linkage）を用いた AG-curve を AGsi-curve と呼ぶ。第 6 章の残り

の部分と、第 7 章および第 8 章は、AGsi-curve に的を絞って議論を進める。 

 次に AGsi-curve の分類特性を、既存の手法である G 関数および K 関数と比較する。それらに対する



5 
 

優位性を示すために計算機実験を活用する。最後に、AGsi-curve は MST の辺長の経験分布関数と等価

であることを示す。補足として MST の辺長の経験分布関数をμ関数とし、このμ関数を用いた空間点パ

ターンの分類事例を示す。 

 

第 7 章 AGsi-curve の近似分布の導出 

第 7 章の内容は、第 6 章で述べた「AGsi-curve と MST の辺長との関係」を発展させたものである。

CSR 点過程に対する AGsi-curve の振舞いを MST の辺長の順序統計量を用いて説明する。MST の辺長

が従う確率分布は解析的には求められないが、幾つかの近似分布が提案されている。その中から本研究

では Roberts（1968）の近似と Watanabe（2008）の近似を取り上げる。Roberts（1968）の近似分布の順

序統計量を用いた場合を AGsi-curve の近似分布 U とし、Watanabe（2008）の近似分布の順序統計量を

用いた場合を AGsi-curve の近似分布 L とする。これらの近似分布は多次元で導出する。 

・AGsi-curve の近似分布 U：MST の辺長に関する Roberts（1968）の近似分布の順序統計量を用いる。 

 ・AGsi-curve の近似分布 L：MST の辺長に関する Watanabe（2008）の近似分布の順序統計量を用いる。 

 

第 8 章 AGsi-curve の期待値の強度依存性 

  第 8 章では、第 7 章で導出した近似分布 U と近似分布 L の期待値、およびモンテカルロ法を用いて

推定した厳密分布の期待値を比較することにより、それらの特性を明らかにする。ここでは 3 つの期

待値の強度依存性に着目し、それらに観察された 2 つの特徴を検討する。次に AGsi-curve の近似分布

の導出に用いた、MST の辺長の近似分布である Roberts（1968）と Watanabe（2008）についても、期待

値の強度依存性に着目し、モンテカルロ法により推定した厳密分布の期待値と比較する。また、MST

の辺長に関する境界効果（edge effect）を、簡易的なモデル化と計算機実験で確認する。最後に、明ら

かにされた AGsi-curve の特性と MST の辺長の特性を比較し考察する。 

 

第 9 章 まとめと今後の課題 

 提案する方法（第Ⅲ部）のまとめと今後の課題を示す。 
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第 2 章 空間点パターン 

 

2.0 はじめに 

 

 空間データ（Spatial data）には様々な種類があり、Cressie（1993, pp.10-13）はこれらを以下の 3 クラス

に分類している。 

・ 地球統計データ（Geostatistical data） 

・ 格子データ（Lattice data） 

・ 空間点パターン（Point Pattern） 

地球統計データとは地球統計学（Geostatistics）の対象となるものである。地球統計学は最初、鉱山学の

手法として誕生した。クリギング（kriging）補間法を用いて、ボーリング位置で観測されたデータから任

意の位置における鉱石の品質を予測したことが始まりである（間瀬, 2010, p.1）。したがって固定された位

置で観測された値が対象となる。現在では様々な分野に広がりを見せる。例えば、モニタリングポストで

観測された大気中の放射性量、気象庁の観測所（AMEDAS）から送られてくる降雨量など。地球統計学

は地理統計学と呼ばれる場合もある。 

格子データとは、規則的または不規則に配置された領域に関連付けられた観測値であり、近傍情報を持

っている。規則的な格子データは、地球観測衛星・気象衛星などに搭載されているリモートセンシング機

器から送られてきた情報である。地表は小さな矩形に規則的に分割されており、植生の分布・海面温度・

穀物生産予測などを調べるために使われる。不規則な格子データは県別の平均寿命や疾病率などで

ある。 

本研究では新たに提案する分類方法の対象として、空間点パターンに焦点を当てる。空間点パターンと

は、関心のある領域内に何らかのメカニズムによって生成された点の位置座標の集合（点配置）である。

言い換えれば点の位置自体が関心のある変数になっている空間データである。空間点パターンは自然科

学・社会科学などの様々な分野で研究対象となっている。例をあげれば、生態学（Perry et al., 2006）、伝

染病学（Gatrell et al., 1996）、地震学（Ogata,1999）、経済学（Duranton & Overman, 2005）、地理学（Okabe 
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& Yamada, 2001）、天文学（Neyman & Scott, 1958）、時空間解析（Diggle, 2013）などである。空間という

名前がついているが、自然科学の分野では 2 次元を対象とすることが多い。 

空間点パターンのデータセットは、点の位置座標だけで構成される場合と、位置に付随した何らかの

データ値（属性値）を持つ場合がある。後者はマーク付き点パターン（marked point pattern）と呼ばれる。

属性値は量的変数でも質的変数でも構わない。森林の樹木を考えた場合、量的変数の例は胸の高さで測

った幹の直径になり、質的変数の例は木の種類となる。なお、本研究ではマーク付き点パターンは取り扱

わない。 

 

2.1 空間点パターンの分類 

 

空間点パターンを大きく分類すると、構造を持たないものと、構造を持つものとに分けられる。構造を

持たないものは、大域的には点間に何も力が働いていないように見えるが、局所的には引力と斥力がラ

ンダムに働いているように見える。これはランダム型点配置と呼ばれている。構造を持つものは、点間に

引力（誘引力）が働いているように見える集中型（凝集型）点配置と、点間に斥力（反発力）が働いてい

るように見える規則型点配置に分けられる。集中型（凝集型）の良く知られた例は、地震（余震）の震源

地の座標である。また規則型としては公立小学校の位置などがあげられる。格子点上に点が配置される

と、規則性が強く感じられるようになる。まとめると空間点パターンは大きく以下の 3 種類に分類され

る。それぞれの型を代表する現実の点パターンを 2.3 節の 図 2.4 に示す（Diggle, 2003）。 

・ランダム型点配置 

・規則型点配置 

・集中型（凝集型）点配置 

空間点パターンの分類を考える上で最も重要なものは、ランダム型点配置を厳密に定義した完全ラン

ダム型点配置である。Diggle（1979）は完全ランダム型点配置を特徴付ける完全空間ランダム性（CSR, 

Complete Spatial Randomness）を定義しているが、ここでは Diggle（1983, p.4）の解説を取り上げ以下に示

す。 
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The hypothesis of complete spatial randomness（CSR）for a spatial point pattern asserts that 

（ⅰ）the number of events in any planar region A with area |A| follows a Poisson distribution with mean |A| ; 

（ The constant  is the intensity, or mean number of events per unit area.） 

（ⅱ）given n events  in a region A, the  are an independent random sample from the uniform distribution 

on A. 

According to（ⅰ）, CSR therefore implies that the intensity of events does not vary over the plane. 

According to（ⅱ）, CSR also implies that there are no interactions amongst the events. 

 

Diggle（1983, p.4）の空間点パターンに対する CSR の仮説は、大きく 2 つの内容で構成されている。 

（ⅰ）に関する内容を箇条書きにすると以下のようになる。 

・面積が|A|である平面領域 A 内の点（events）の数は、期待値 |A|のポアソン分布に従う。 

ここで定数 は強度、または単位面積当たりの点の平均個数である。 

   ・上記より、強度は領域 A 内で変化しない。 

（ⅱ）に関する内容を箇条書きにすると以下のようになる。 

   ・領域A内に 個の点 が与えられたとすると、 は領域A内の一様分布から抽出した独立なラン 

ダム標本である。 

   ・上記より、点間に相互作用は働かない（引力も斥力も存在しない）。 

これらを要約すると、（ⅰ）は「点の数はポアソン分布する」であり、（ⅱ）は「点の散らばり方は独立

である」となる。この完全空間ランダム性は時系列解析や信号処理の分野におけるホワイトノイズ性に

相当するものである。 

 

2.2 様々な空間点過程 

 

ある確率的メカニズム（Stochastic mechanisms）が空間点パターン（点配置）を発生させると考え、そ

の確率的メカニズムの数学モデルが、点過程（point process）と呼ばれている。空間点パターンを発生さ

せるモデルとして様々な点過程が存在する。 



9 
 

2.2.1 一様ポアソン点過程（homogeneous Poisson point process） 

完全ランダム型点配置を発生させる点過程が一様ポワソン点過程である。 

有界集合ܤ内の点数をܰሺܤሻ、有界集合ܤの体積をݒሺܤሻとする。集合ܤ内に݊個の点が発生する確率

Pሺܰሺܤሻ ൌ ݊ሻは以下のようになる（Illian et al., 2008, p.67）。 

Pሺܰሺܤሻ ൌ ݊ሻ ൌ
௡ߣ ∙ ൫ݒሺܤሻ൯

௡

݊!
exp൫െݒߣሺܤሻ൯										݂ݎ݋		݊ ൌ 0, 1, 2,⋯ 

ܰሺܤሻの分布はパラメータݒߣሺܤሻのポアソン分布である。したがって、期待値も分散もݒߣሺܤሻになる。 

互いに素な（disjoint）複数の有界集合ܤଵ, ⋯,ଶܤ , ,ଵሻܤ௞に対しては、ܰሺܤ ܰሺܤଶሻ,⋯ ,ܰሺܤ௞ሻはパラメータ

がݒߣሺܤଵሻ, ⋯,ଶሻܤሺݒߣ ,  ,௞ሻの、独立なポアソン分布をするので以下のようになる（Illian et al., 2008ܤሺݒߣ

p.67）。 

Pሺܰሺܤଵሻ ൌ ݊ଵ, ܰሺܤଶሻ ൌ ݊ଶ,⋯ ,ܰሺܤ௞ሻ ൌ ݊௞ሻ 

ൌ
௡భା௡మା⋯ା௡ೖߣ ∙ ଶሻ௡మܤሺݒଵሻ௡భܤሺݒ ௞ሻ௡ೖܤሺݒ⋯

݊ଵ! ∙ ݊ଶ! ∙ ⋯ ∙ ݊௞!
∙ exp ൭െ෍ݒߣሺܤ௜ሻ

௞

௜ୀଵ

൱ 

一様ポワソン点過程は空間ランダムネスのベンチマークとして使われる。強度ߣも確率変動するので、

その期待値が一定となる。ただし本研究では、様々な分類方法の性能比較を容易にするため強度ߣを固

定値として扱うことがある。この場合、「点は一様ランダムに分布する」と表記することがある。 

一様ポアソン点過程の実現値の一例を図 2.1 に示す。 

 

2.2.2 非一様ポアソン点過程（inhomogeneous Poisson point process） 

 非一様ポアソン点過程は、以下の 2 つの性質で特徴づけられる（Illian et al., 2008, p.118）。これは一様

ポアソン点過程の強度ߣに関する仮定を変えた（緩和した）ものである。強度ߣは点の位置ݔの関数である

と考える。点ݔを中心とする微小領域dݔに点が 1 つ存在する確率はߣሺݔሻ݀ݔである。 

①任意の有界集合ܤ内の点の個数は平均ߤのポアソン分布に従う。 

ߤ ൌ න ݔሻ݀ݔሺߣ
஻

 

②各点は独立に分布している（点間に相互作用は働かない）。 

非一様ポアソン点過程の実現値の一例を図 2.2 に示す。強度λは単位正方形の領域内で 
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λሺݔ, ሻݕ ൌ 1000ሺݔଶ ൅  ଶሻݕ

のように変化する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1 一様ポアソン点過程 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2 非一様ポアソン点過程 
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2.2.3 SSI 点過程（Simple Sequential inhibition point process） 

 規則型点過程の 1 つとして、第Ⅱ部と第Ⅲ部において、計算機実験に用いる SSI 点過程（Diggle et al., 

1976）をとりあげる。有界集合中に、すでに置かれた点から距離ݎ以上離れた部分に一様に次の点を選ん

でいくことを繰り返して得られる最終点パターンである（間瀬&武田, 2001, p. 43）。この距離ݎは禁止半

径（radius of inhibition）とも呼ばれる。禁止半径を大きくし過ぎると、指定した数の点を発生させられな

い可能性が高くなる。単位正方形内に発生させた SSI 点過程の実現値の一例を図 2.3 の第 1 列（左図）に

示す。強度を 100 に固定し、禁止半径を 3 水準（0.075, 0.050, 0.025）変化させた。禁止半径が小さくなる

にしたがいランダム型に近づいていく様子が分かる。 

 

2.2.4 マテルンクラスター点過程（Matérn Cluster point process） 

集中型（凝集型）点過程の 1 つとして、第Ⅱ部と第Ⅲ部において、計算機実験に用いるマテルンクラス

ター点過程（Matérn, 1986）をとりあげる。これは親子点過程とも呼ばれる。親の点を強度ߢのポアソン点

過程を用いて発生させる。次に各親の位置を中心とする半径ݎの円内に子の点を強度ߤのポアソン点過程

を用いて発生させ、親の点と置き換える（子の誕生と同時に親は消滅する）。したがって最終的な強度は

ߢ ൈ になる。単位正方形内に発生させたマテルンクラスター点過程の実現値の一例を図ߤ 2.3 の第 2 列（右

図）に示す。親の点数と子の点数は確率変動するので、複数回の試行を行い、親の点数（クラスター数）

を 3 水準（3, 4, 5）に、領域内の総点数を 100 に揃えた。 
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図 2.3 様々な点過程（左図：SSI 点過程、右図：マテルンクラスター点過程） 
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2.3 現実の空間点パターン 

 

 第Ⅱ部と第Ⅲ部において、分類手法の比較に一貫して用いる現実の空間点パターンを図 2.4 に示す。 

上から順に 

・Japanese black pine sapling（݊ ൌ 65） 

・Biological cells（݊ ൌ 42） 

・Redwood seedlings（݊ ൌ 62） 

となっている。 

これらは順に、ランダム型・規則型・集中型（凝集型）であることが、先行研究（Diggle, 2003）により明

らかにされている。なお、点の位置座標は全て単位正方形内に収まるように縮尺が変更されている。また

݊は領域内の点数である。 
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図 2.4 分類に用いる現実の空間点パターン（単位正方形内に収まるように縮尺が変更されている） 

 

【ランダム型】              

Japanese black pine saplings 

出典：Diggle（2003）          

千葉県銚子市沿岸部の自然林にある    

黒松の若木（65本）の位置。 

  Diggle（2003）は、Numata, M. (1961). 

   Forest vegetation in the vicinity of Choshi. 

Coastal flora and vegetation at Choshi, Chiba

   Prefecture Ⅳ . Bulletin of Choshi Marine 

Laboratory, Chiba University, vol.3, pp.28-

48 [in Japanese]. のデータを用いている。

【規則型】                

Biological cells 

出典：Ripley（1977）          

光学顕微鏡下で観察された        

組織切片内にある生体細胞（42個） 

の中心の位置。 

 

 

【集中型（凝集型）】           

Redwood seedlings 

出典：Strauss（1975）          

カリフォルニア州のレッドウッド国立・

州立公園にある樹木（62 本）の位置。 

 Strauss（1975）のデータセットから 

Ripley（1977）が、その 1/4 の領域を 

切り出したもの。 
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第Ⅱ部 

 

空間点パターンのグラフィカルな分類に関連する先行研究 
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第 3 章 近接グラフ (Proximity graph) 

 

3.0 はじめに 

 

空間点パターンの分類方法の中には近接グラフと関係の深いものが多い。第 3 章では先行研究で確立

されたグラフィカルな方法および、新たに提案するグラフィカルな方法の基礎をなす近接グラフの辺長

の分布を導出する。近接グラフとは、点の近さを表す「近接性」によって構築されるグラフである。本研

究に関係する近接グラフは、第 1 近隣木、第 k 近隣木、相互最近隣対（Reciprocal nearest neighbor pair）、

MST（Minimum Spanning Tree）である。領域内に強度（ߣ）で一様ランダムに配置された点過程に対する

辺長の分布を対象とする。多次元で導出したのち、具体例として 1 次元・2 次元・3 次元の確率密度関数・

期待値・標準偏差を示す。多次元空間の複雑な領域の体積は付録 2 で導出したものを用いる。 

 

3.1 第 1 近隣木 

 

 最近傍グラフ（Nearest Neighbor Graph）・NNT（Nearest Neighbor Tree） 等とも呼ばれるが、本研究では

第 1 近隣木と呼ぶ。領域内の各点と、その点から最も近い点（第 1 近隣点）を結ぶ辺で構成される。した

がって辺数は点数と等しい。2 次元の辺長の分布は Clark & Evans（1954）と Pollard（1971）によって、

多次元の場合は Clark & Evans（1979）によって導出されている。 

図 3.1 は単位正方形内に一様ランダムに 10 点を配置した第 1 近隣木の例（ߣ ൌ 10）である。両側に矢

印がある場合は 2 本の線が重なっている。 
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図 3.1 第 1 近隣木（2 次元の場合） 

 

 点 a を中心とした半径 の多次元球 A を考える。A の表面上に点 b があり、球内に a 以外の他の点が無

い時、辺 ab は第１近隣木の辺となる。したがって、 次元における第１近隣木の辺長の分布は、半径 の

次元球の内部に a 以外に１つも点がなく、且つ 次元球の表面上に少なくとも１つ点があるという確率

から導くことができる。図 3.2 は第１近隣点（2 次元の場合）の例である。任意に選んだ点 a（○）と、 

その第 1 近隣点 b（●）を図中に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.2 第 1 近隣点（2 次元の場合） 
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体積ܸの領域内に点がݔ個現れる確率Pሺܺ ൌ  ሻは、一様ポアソン分布の確率よりݔ

ሺ3.1ሻ																																																																			Pሺܺ ൌ ሻݔ ൌ
ሺܸߣሻ௫

!ݔ
expሺെܸߣሻ 

である。 

半径ݎのݑ次元球の体積を ௨ܸ
஺ሺݎሻとすると、その内部に a 以外に 1 つも点が現れない確率݌ଵは 

ଵ݌ ൌ Pሺܺ ൌ 0ሻ ൌ exp൫െߣ ௨ܸ
஺ሺݎሻ൯ 

である。 

一方、ݑ次元球の表面上に微小厚み݀ݎをもつ表層領域を考えると、ݑ次元球の表面積は、 

ሺ3.2ሻ																																																																																										
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ 

であるので、 

表層領域の微小体積は、 

ሺ3.3ሻ																																																																																								
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙  ݎ݀

となる。 

この表層領域の中に b 以外に 1 つも点が現れない確率は 

ሺ3.4ሻ																																																																Pሺܺ ൌ 0ሻ ൌ exp ൬െߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙  ൰ݎ݀

である。 

したがって、この表層領域の中に少なくとも 1 つ点が現れる確率݌ଶは 

ሺ3.5ሻ																																																																				݌ଶ ൌ 1 െ exp ൬െߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙  ൰ݎ݀

となる。 

これら 2 つの事象は独立なので、同時確率は、 

ଵ݌ ∙ ଶ݌ ൌ exp൫െߣ ௨ܸ
஺ሺݎሻ൯ ∙ ൜1 െ exp ൬െߣ ∙

݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙  ൰ൠݎ݀

となる。 

指数関数の Taylor 展開の 1 次近似までを使うと、 

ሺ3.6ሻ																																																					exp ൬െߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙ ൰ݎ݀ ൎ 1 െ ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙  ݎ݀
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と表せるので、同時確率は、 

ଵ݌ ∙ ଶ݌ ൎ exp൫െߣ ௨ܸ
஺ሺݎሻ൯ ∙ ൬ߣ ∙

݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙  ൰ݎ݀

ൌ ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙ exp൫െߣ ௨ܸ
஺ሺݎሻ൯ ∙  ݎ݀

となり、確率密度関数は、 

௨݂ሺݎሻ ൎ ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙ exp൫െߣ ௨ܸ
஺ሺݎሻ൯ 

となる。 

次元球（全球）の体積ݑ ௨ܸ
஺ሺݎሻは、 

ሺ3.7ሻ																																																																				 ௨ܸ஺ሺݎሻ ൌ
ߨ
௨
ଶ

Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

 ௨ݎ

なので、ݑ次元空間の確率密度関数は、 

௨݂ሺݎሻ ൎ ߣݑ
ߨ
௨
ଶ

Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

௨ିଵݎ ∙ expቌെߣ
ߨ
௨
ଶ

Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

 ௨ቍݎ

と表すことができる。 

またݑ次元空間の原点まわりのݏ次モーメントは、 

௦ሿݎ௨ሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
௨݂ሺݎሻ݀ݎ ൌ

൬Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ൰

௦
௨
Γ ቀ1 ൅

ݏ
ቁݑ

ߣ
௦
௨ߨ

௦
ଶ

 

を用いて求められる。 

具体例として 1 次元・2 次元・3 次元における第 1 近隣木の辺長の確率密度関数を求める。確率密度関

数の一般式にݑの値を代入することにより、 

ଵ݂ሺݎሻ ൌ ߣ2 ∙ expሺെ2ݎߣሻ 

ଶ݂ሺݎሻ ൌ ݎߨߣ2 ∙ expሺെݎߨߣଶሻ 

ଷ݂ሺݎሻ ൌ ଶݎߨߣ4 ∙ exp ൬െ
ߨߣ4
3

 ଷ൰ݎ

と求められる。 

次に 1 次元・2 次元・3 次元における第 1 近隣木の辺長の期待値を求める。原点まわりのݏ次モーメン
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トの一般式にݏ ൌ 1とݑの値を代入することにより、 

ଵሿݎଵሾܧ ൌ
1
ߣ2

 

ଵሿݎଶሾܧ ൌ
1

ߣ√2
 

ଵሿݎଷሾܧ ൌ
Γሺ1 3⁄ ሻ

3ଶ ଷ⁄ ∙ 4ଵ ଷ⁄ ∙ ଵߣ ଷ⁄ ∙ ଵߨ ଷ⁄ ൎ
0.553960⋯

ଵߣ ଷ⁄  

と求められる。 

最後に 1 次元・2 次元・3 次元における第 1 近隣木の辺長の標準偏差（ܵܦ）を求める。標準偏差（ܵܦ）

は、 

௨ܦܵ ൌ ඥܧ௨ሺݎଶሻ െ ሼܧ௨ሺݎଵሻሽଶ 

を用いて求められる。 

また、原点まわりの 2 次モーメントは、 

ଶሿݎଵሾܧ ൌ
1
ଶߣ2

 

ଶሿݎଶሾܧ ൌ
1
ߨߣ

ൎ
0.318309⋯

ߣ
 

ଶሿݎଷሾܧ ൌ
2Γሺ2 3⁄ ሻ

3ଵ ଷ⁄ ∙ 4ଶ ଷ⁄ ∙ ଶߣ ଷ⁄ ∙ ଶߨ ଷ⁄ ൎ
0.347407⋯

ଶߣ ଷ⁄  

である。 

これらを用いて標準偏差（ܵܦ）は、 

ଵܦܵ ൌ
1
ߣ2

 

ଶܦܵ ൌ ඨ
4 െ ߨ
ߨߣ4

ൎ
0.261361⋯

ଵߣ ଶ⁄  

ଷܦܵ ൌ
ඥ2 ∙ 3 ∙ Γሺ2 3⁄ ሻ െ Γሺ1 3⁄ ሻଶ

3ଶ ଷ⁄ ∙ 4ଵ ଷ⁄ ∙ ଵߣ ଷ⁄ ∙ ଵߨ ଷ⁄ ൎ
0.201334⋯

ଵߣ ଷ⁄  

と求められる。 
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3.2 第 k 近隣木 

 

第k近隣木は、領域内の各点と、その点からk番目に近い点（第k近隣点）を結ぶ辺で構成される。した

がって辺数は点数と等しい。2次元の場合は Thompson（1956）とPollard（1971）によって、多次元の場

合は Yao & Simons（1996）によって導出されている。 

図3.3は単位正方形内に一様ランダムに10点を配置した第2近隣木の例（ߣ ൌ 10）である。両側に矢印

がある場合は2本の線が重なっている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図3.3 第2近隣木（2次元の場合） 

 

点aを中心とした半径ݎの多次元球Aを考える。Aの表面上に点bがあり、球内に（݇ െ 1）個の点が有る

時、辺abは第k近隣木の辺となる。ݑ次元における第k近隣木の辺長の分布は、第1近隣木の辺長の導出過

程を拡張して、半径ݎのݑ次元球の内部にa以外に（݇ െ 1）個の点が有り、且つݑ次元球の表面上に少な

くとも1つ点があるという確率から導くことができる。図3.4は第2近隣点（2次元の場合）の例である。

任意に選んだ点a（○）と、その第1近隣点（▲）および第2近隣点b（●）を図中に示す。 
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図3.4 第2近隣点（2次元の場合） 

 

体積ܸの領域内に点がݔ個現れる確率Pሺܺ ൌ  。ሻは、一様ポアソン分布の確率より式ሺ3.1ሻとなるݔ

半径ݎのݑ次元球の体積を ௨ܸ
஺ሺݎሻとすると、その内部に a 以外に（݇ െ 1）個の点が現れる確率݌ଵは 

ଵ݌ ൌ Pሺܺ ൌ ݇ െ 1ሻ ൌ
൫ߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯
௞ିଵ

ሺ݇ െ 1ሻ!
exp൫െߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯ 

である。 

一方、球 A の表面上に微小厚み݀ݎをもつ表層領域を考えると、ݑ次元球の表面積は式ሺ3.2ሻ、表層領域の微

小体積は式ሺ3.3ሻである。この表層領域の中に a 以外に 1 つも点が現れない確率は式ሺ3.4ሻである。 

したがって、この表層領域の中に少なくとも 1 つ点が現れる確率݌ଶは式ሺ3.5ሻとなる。 

これら 2 つの事象は独立なので、同時確率は、 

ଵ݌ ∙ ଶ݌ ൌ
൫ߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯
௞ିଵ

ሺ݇ െ 1ሻ!
exp൫െߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯ ∙ ൜1 െ exp ൬െߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙  ൰ൠݎ݀

となる。 

指数関数の Taylor 展開の 1 次近似である式ሺ3.6ሻを使うと、同時確率は、 

ଵ݌ ∙ ଶ݌ ൎ
൫ߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯
௞ିଵ

ሺ݇ െ 1ሻ!
exp൫െߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯ ∙ ൬ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙  ൰ݎ݀

ൌ ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙
൫ߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯
௞ିଵ

ሺ݇ െ 1ሻ!
exp൫െߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯ ∙  ݎ݀

となり、確率密度関数は、 
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௨݂ሺݎሻ ൌ ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙
൫ߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯
௞ିଵ

ሺ݇ െ 1ሻ!
exp൫െߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯ 

ൌ
൫ߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯
௞ିଵ

ሺ݇ െ 1ሻ!
∙ ߣ

݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙ exp൫െߣ ௨ܸ
஺ሺݎሻ൯ 

ൌ
൫ߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯
௞ିଵ

ሺ݇ െ 1ሻ!
∙ ߣ
ݑ ௨ܸ

஺ሺݎሻ

ݎ
∙ exp൫െߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯ 

ൌ
ߣ൫ݑ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯
௞

ሺ݇ݎ െ 1ሻ!
∙ exp൫െߣ ௨ܸ

஺ሺݎሻ൯ 

となる。 

次元球(全球)の体積ݑ ௨ܸ
஺ሺݎሻは式ሺ3.7ሻなので、ݑ次元空間の確率密度関数は、 

௨݂ሺݎሻ ൌ

ݑ ቌߣ
ߨ
௨
ଶ

Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

௨ቍݎ

௞

ሺ݇ݎ െ 1ሻ!
∙ expቌെߣ

ߨ
௨
ଶ

Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

 ௨ቍݎ

と表すことができる。 

またݑ次元空間の原点まわりのݏ次モーメントは、 

௦ሿݎ௨ሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
௨݂ሺݎሻ݀ݎ ൌ

1
ሺ݇ െ 1ሻ!

∙
൬Γ ቀ

ݑ
2 ൅ 1ቁ൰

௦
௨
Γ ቀ݇ ൅

ݏ
ቁݑ

ߣ
௦
௨ߨ

௦
ଶ

 

を用いて求められる。 

具体例として 1 次元・2 次元・3 次元の第 2 近隣木の辺長の確率密度関数を求める。確率密度関数の

一般式に݇ ൌ 2とݑの値を代入することにより、 

ଵ݂ሺݎሻ ൌ ݎଶߣ4 ∙ expሺെ2ݎߣሻ 

ଶ݂ሺݎሻ ൌ ଷݎଶߨଶߣ2 ∙ expሺെݎߨߣଶሻ 

ଷ݂ሺݎሻ ൌ
ߨߣଶߨଶߣ16

3
ହݎ ∙ exp ൬െ

ߨߣ4
3

 ଷ൰ݎ

と求められる。 

次に 1 次元・2 次元・3 次元の第 2 近隣木の辺長の期待値を求める。原点まわりのݏ次モーメントの一

般式に݇ ൌ ݏ、 2 ൌ 1およびݑの値を代入することにより、 

ଵሿݎଵሾܧ ൌ
1
ߣ
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ଵሿݎଶሾܧ ൌ
3

ߣ√4
 

ଵሿݎଷሾܧ ൌ
4ଶ ଷ⁄ Γሺ1 3⁄ ሻ

3ହ ଷ⁄ ଵߨ ଷ⁄ ଵߣ ଷ⁄ ൎ
0.738613⋯

ଵߣ ଷ⁄  

と求められる。 

最後に 1 次元・2 次元・3 次元の第 2 近隣木の辺長の標準偏差（ܵܦ）を求める。標準偏差は、 

௨ܦܵ ൌ ඥܧ௨ሺݎଶሻ െ ሼܧ௨ሺݎଵሻሽଶ 

を用いて求められる。 

また、原点まわりの 2 次モーメントは、 

ଶሿݎଵሾܧ ൌ
3
ଶߣ2

 

ଶሿݎଶሾܧ ൌ
2
ߨߣ

ൎ
0.636619⋯

ߣ
 

ଶሿݎଷሾܧ ൌ
10Γሺ2 3⁄ ሻ

3ସ ଷ⁄ 4ଶ ଷ⁄ ଶߣ ଷ⁄ ଶߨ ଷ⁄ ൎ
0.579012⋯

ଶߣ ଷ⁄  

である。 

これらを用いて標準偏差（ܵܦ）は、 

ଵܦܵ ൌ
1

ߣ2√
ൎ
0.707106⋯

ߣ
 

ଶܦܵ ൌ ඨ
2
ߨߣ

െ
9
ߣ16

ൎ
0.272249⋯

ߣ√
 

ଷܦܵ ൌ ඨ 10Γሺ2 3⁄ ሻ

3ସ ଷ⁄ 4ଶ ଷ⁄ ଶߣ ଷ⁄ ଶߨ ଷ⁄ െ
4ସ ଷ⁄ Γሺ1 3⁄ ሻଶ

3ଵ଴ ଷ⁄ ଶߨ ଷ⁄ ଶߣ ଷ⁄ ൎ
0.182928⋯

ଵߣ ଷ⁄  

と求められる。 

ݑ ൌ ߣ、2 ൌ 100に固定して、k を 1 から 10 まで変えた時の第 k 近隣木の確率密度関数を図 3.5 に示す。

k を増やしていくと辺長の期待値が増えると同時に、分布の対称性が増していく。また、ばらつきは若干

ではあるが増加していく。 
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図 3.5 第 k 近隣木の辺長の確率密度関数 
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3.3 相互最近隣対（Reciprocal Nearest Neighbor Pairs または Mutual Nearest Neighbor Pairs） 

 

 英語・日本語とも複数の表記法がある。ここでは日本語の表記は大隅・他（1994）に従う。2 点 a と b

が相互最近隣対であるとは、a が b の最近隣になり、かつ b が a の最近隣であるときをいう。多次元の分

布の諸元に関しては Pickard（1982）が導出している。図 3.6 は単位正方形内に一様ランダムに 10 点を配

置した相互最近隣木の例（ߣ ൌ 10）である。破線の矢印を実線にすれば、図 3.1 に示した第 1 近隣木の例

と同じになる。また、図 3.7 に相互最近隣対（2 次元）となる 2 点の位置関係を示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.6 相互最近隣木（2 次元） 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.7 相互最近隣対（2 次元） 
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相互最近隣対が発生する事象を場合分けするため、以下のような設定を行う。 

次元空間に任意のݑ 2 点 a と b を与える。点 a を中心とする半径ݎのݑ次元球を A とし、点 b を中心とする

半径ݎのݑ次元球を B とする。ݎを少しずつ増加させながら相互最近隣対の発生状況を考える。 

ここで、 

ܴ：相互最近隣対の辺長 

,ܽ：ᇱݎ ܾ間の距離 

∂ሺܣ ∪ ܣሻ：領域ܤ ∪  の表層領域（厚みゼロ）ܤ

intሺܣ ∪ ܣሻ：領域ܤ ∪ ܣから∂ሺܤ ∪  ሻを除いた領域ܤ

とする。 

場合分けの結果を表 3.1 に示す。 

 

           表 3.1 相互最近隣対が発生する事象の場合分け 

 

 

 

 

 

 

 

 点 a と b からの距離をݎとしたときに、相互最近隣対の長さがݎより大きくなる確率はPሺܴ ൐  、ሻなのでݎ

ሻݎ௨ሺܨ ൌ Pሺܴ ൑ ሻݎ ൌ 1 െ Pሺܴ ൐  ሻݎ

ൌ 1 െ exp ቄെߣ ቀ ௨ܸ
୅∪୆ሺݎሻቁቅ		 , ݎ ൏  ᇱݎ

ൌ ݎ																																																					,		1 ൌ  ᇱݎ

ൌ ݎ																																																					,		1 ൐  ᇱݎ

となる。 
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したがって確率密度関数 ௨݂ሺݎሻは、 

௨݂ሺݎሻ ൌ
݀
ݎ݀
ሻݎ௨ሺܨ ൌ ߣ ∙

݀
ݎ݀ ௨ܸ

୅∪୆ሺݎሻ ∙ expሼെߣ ௨ܸ
୅∪୆ሺݎሻሽ 

となる。 

ここで偶数次元（ݑ ൌ の確率密度関数は付録（ݐ2 2 の式（付 2.3）を使って、 

ଶ݂௧ሺݎሻ ൌ ߣݐ2 ∙ ௘୅∪୆ܥ ∙ ଶ௧ିଵݎ ∙ expሺെߣ ∙ ௘୅∪୆ܥ ∙  ଶ௧ሻݎ

  ここで、ܥ௘୅∪୆ ൌ
௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
∙ ቊ

ଶ√గ୻ቀ௧ା
భ
మ
ቁ

୻ሺ௧ାଵሻ
െ Bయ

ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
		, 	

ଵ

ଶ
ቁቋ 

  Bయ
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
は次元に依存する定数。 

となり、 

 奇数次元（ݑ ൌ ݐ2 ൅ 1）の確率密度関数は付録 2 の式（付 2.4）を使って、 

ଶ݂௧ାଵሺݎሻ ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻߣ ∙ ௢୅∪୆ܥ ∙ ଶ௧ݎ ∙ expሺെߣ ∙ ௢୅∪୆ܥ ∙  ଶ௧ାଵሻݎ

  ここで、ܥ௢୅∪୆ ൌ
௏మ೟ ሺ௥ሻ

௥మ೟
∙ ቊ

ଶ√గ୻ሺ௧ାଵሻ

୻ቀ௧ାయ
మ
ቁ
െ Bయ

ర
ቀݐ ൅ 1		, 	

ଵ

ଶ
ቁቋ 

యܤ       
ర
ቀݐ ൅ 1, 	

ଵ

ଶ
ቁ は不完全ベータ関数。 

௏మ೟ ሺ௥ሻ

௥మ೟
は次元に依存する定数。 

となる。 

またݑ次元空間の原点まわりのݏ次モーメントは、 

௦ሿݎ௨ሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
௨݂ሺݎሻ݀ݎ 

を用いて求められる。 

ここで偶数次元（ݑ ൌ 次モーメントは付録ݏの原点まわりの（ݐ2 2 の式（付 2.3）を使って、 

さらに以下の公式 

න ୠିଵݎ ∙ expሺെaݎ஑ሻ	
ஶ

଴
ݎ݀ ൌ

Γ ቀ
b
ߙ ൅ 1ቁ

aୠ ஑⁄ ∙ b
 

を用いて 
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௦ሿݎଶ௧ሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
ଶ݂௧ሺݎሻ݀ݎ ൌ ௘୅∪୆ܥߣݐ2 ∙ න ௦ାଶ௧ିଵݎ ∙ expሺെߣ ∙ ௘୅∪୆ܥ ∙ ݎଶ௧ሻ݀ݎ

ஶ

଴
 

ൌ ௘୅∪୆ܥߣ	ݐ2 ∙
Γ ቀ
ݏ ൅ ݐ2
ݐ2 ൅ 1ቁ

൫ܥߣ௘୅∪୆൯
௦ାଶ௧
ଶ௧ ∙ ሺݏ ൅ ሻݐ2

 

ൌ ௘୅∪୆ܥߣ	ݐ2 ∙

ݏ ൅ ݐ2
ݐ2 ∙ Γ ቀ

ݏ ൅ ݐ2
ݐ2 ቁ

൫ܥߣ௘୅∪୆൯
௦ାଶ௧
ଶ௧ ∙ ሺݏ ൅ ሻݐ2

 

ൌ ሺܥߣ௘୅∪୆ሻ
ଵି௦ାଶ௧ଶ௧ ∙ Γ ൬

ݏ ൅ ݐ2
ݐ2

൰ 

ൌ ሺܥߣ௘୅∪୆ሻ
ି௦
ଶ௧ ∙ Γ ቀ

ݏ
ݐ2
൅ 1ቁ 

ൌ
ݏ
ݐ2
∙ ሺܥߣ௘୅∪୆ሻ

ି௦
ଶ௧ ∙ Γ ቀ

ݏ
ݐ2
ቁ 

ここで、ܥ௘஺∪஻ ൌ
௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
∙ ቊ

ଶ√గ୻ቀ௧ା
భ
మ
ቁ

୻ሺ௧ାଵሻ
െ Bయ

ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
		, 	

ଵ

ଶ
ቁቋ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
は次元に依存する定数。 

となり、 

奇数次元（ݑ ൌ ݐ2 ൅ 1）の原点まわりのݏ次モーメントは付録 2 の式（付 2.4）を使って、 

さらに以下の公式 

න ୠିଵݎ ∙ expሺെaݎ஑ሻ	
ஶ

଴
ݎ݀ ൌ

Γ ቀ
b
ߙ ൅ 1ቁ

aୠ ஑⁄ ∙ b
 

を用いて 

௦ሿݎଶ௧ାଵሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
ଶ݂௧ାଵሺݎሻ݀ݎ ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢୅∪୆ ∙ න ௦ାଶ௧ݎ ∙ expሺെߣ ∙ ௢୅∪୆ܥ ∙ ݎଶ௧ାଵሻ݀ݎ

ஶ

଴
 

ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻ	ܥߣ௢୅∪୆ ∙
Γ ቀ
ݏ ൅ ݐ2 ൅ 1
ݐ2 ൅ 1 ൅ 1ቁ

൫ܥߣ௢୅∪୆൯
௦ାଶ௧ାଵ
ଶ௧ାଵ ∙ ሺݏ ൅ ݐ2 ൅ 1ሻ

 

ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻ	ܥߣ௢୅∪୆ ∙

ݏ ൅ ݐ2 ൅ 1
ݐ2 ൅ 1 ∙ Γ ቀ

ݏ ൅ ݐ2 ൅ 1
ݐ2 ൅ 1 ቁ

൫ܥߣ௢୅∪୆൯
௦ାଶ௧ାଵ
ଶ௧ାଵ ∙ ሺݏ ൅ ݐ2 ൅ 1ሻ

 

ൌ ሺܥߣ௢୅∪୆ሻ
ଵି௦ାଶ௧ାଵଶ௧ାଵ ∙ Γ ൬

ݏ ൅ ݐ2 ൅ 1
ݐ2 ൅ 1

൰ 
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ൌ ሺܥߣ௢୅∪୆ሻ
ି௦
ଶ௧ାଵ ∙ Γ ቀ

ݏ
ݐ2 ൅ 1

൅ 1ቁ 

ൌ
ݏ

ݐ2 ൅ 1
∙ ሺܥߣ௢୅∪୆ሻ

ି௦
ଶ௧ାଵ ∙ Γ ቀ

ݏ
ݐ2 ൅ 1

ቁ 

ここで、ܥ௢୅∪୆ ൌ
௏మ೟ ሺ௥ሻ

௥మ೟
∙ ቊ

ଶ√గ୻ሺ௧ାଵሻ

୻ቀ௧ାయ
మ
ቁ
െ Bయ

ర
ቀݐ ൅ 1		, 	

ଵ

ଶ
ቁቋ 

యܤ       
ర
ቀݐ ൅ 1, 	

ଵ

ଶ
ቁ は不完全ベータ関数。 

௏మ೟ ሺ௥ሻ

௥మ೟
は次元に依存する定数。 

となる。 

具体例として 1 次元・2 次元・3 次元の確率密度関数を求める。 

1 次元の場合は奇数次元の式で ݐ ൌ 0 と置き、2 次元の場合は偶数次元の式で ݐ ൌ 1 と置き、3 次元の場

合は奇数次元の式でݐ ൌ 1と置くことにより、 

ଵ݂ሺݎሻ ൌ ߣ3 ∙ expሺെ3ݎߣሻ 

ଶ݂ሺݎሻ ൌ ߣ2 ቆ
ߨ4
3
൅
√3
2
ቇ ݎ ∙ exp ቊെߣ ቆ

ߨ4
3
൅
√3
2
ቇ  ଶቋݎ

ଷ݂ሺݎሻ ൌ ߣ3 ൬
ߨ9
4
൰ ଶݎ ∙ exp ൜െߣ ൬

ߨ9
4
൰  ଷൠݎ

と求められる。 

次に 1 次元・2 次元・3 次元の期待値を求める。原点まわりのݏ次モーメントの一般式を用いる。1 次元

の場合は奇数次元の式に ݐ ൌ 0 と	ݏ ൌ 1 を、2 次元の場合は偶数次元の式に ݐ ൌ 1 と ݏ ൌ 1 を、3 次元

の場合は奇数次元の式に ݐ ൌ 1 と ݏ ൌ 1 を、それぞれ代入することにより 

ଵሿݎଵሾܧ ൌ
1
ߣ3

ൎ
0.333333⋯

ߣ
 

ଵሿݎଶሾܧ ൌ
1
2ඩ

ߨ

ߣ ቆ
ߨ4
3 ൅ √3

2 ቇ
ൎ
0.394177⋯

ଵߣ ଶ⁄  

ଵሿݎଷሾܧ ൌ
4ଵ ଷ⁄ ∙ Γሺ1 3⁄ ሻ

3ହ ଷ⁄ ∙ ଵߣ ଷ⁄ ∙ ଵߨ ଷ⁄ ൎ
0.465297⋯

ଵߣ ଷ⁄  

と求められる。 
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3.4 MST（Minimum Spanning Tree） 

 

MST は領域内の全ての点を連結するグラフの中で、辺の総延長距離が最小のものである。Kruskal（1956）

や Prim（1957）などにより MST の効率的な探索法が提案されているが、MST の辺長が従う確率分布は

解析的に求められていない。したがって、ここでは近似分布について記述する。第 k 近隣木とは異なり、

辺数は点数より 1 だけ少ない。図 3.8 は単位正方形内に一様ランダムに 10 点を配置した MST の例（ߣ ൌ

10）である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.8 MST（2 次元の場合） 

 

3.4.1 MST の近似としての第 1 近隣木 

 MST の辺長の近似分布として第 1 近隣木が使われる場合がある。ただし近似分布の下限値としてであ

る。第 1 近隣木と MST の関連性に関する文献には、古山（2003）や Penrose（1997）などがある。古山

（2003）は背理法を用いて第 1 近隣木の全ての辺は MST の辺の構成要素となることを証明している。ま

た Penrose（1997）は、第 1 近隣木の最長辺と MST の最長辺が漸近的に等しいことを証明している。 

現実の問題では両者の乖離は大きい。第 1 近隣木には高い確率で相互最近隣対が発生するからである。

その結果、第 1 近隣木は、領域内の全ての点をリンクすることができない。2 次元の第 1 近隣木に対す

る相互最近隣対の発生確率を Clark（1955）・Pielou（1974）・古山（2003）が算出している。また多次元
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の場合を Pickard（1982）が算出している。ここでは Pielou（1974）の方法を多次元に拡張し Pickard（1982）

の結果と一致することを示す。 

 図 3.9 に MST・第 1 近隣木・相互最近隣対の位置関係を示す。単位正方形内に一様ランダムに 100 点

を配置した（ߣ ൌ 100）場合である。灰色の辺が MST を、黒の矢印が第 1 近隣木を、白抜きの辺が相互最

近隣対を表す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.9 MST・第 1 近隣木・相互最近隣対の位置関係 

 

離れて存在するݎ次元空間に距離ݑ 2 点 a と b を考える。点 a を中心とする半径ݎのݑ次元球を A とし、

点 b を中心とする半径ݎのݑ次元球を B とする。また A と B の合併領域（和集合ܣ ∪ の体積は（ܤ ௨ܸ
஺∪஻ሺݎሻ、

A と B の共通領域（積集合ܣ ∩ の体積は（ܤ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻ、A と B の共通領域を、B から除いた領域の体積

( ௨ܸ
஻ሺݎሻ െ ௨ܸ

஺∩஻ሺݎሻ)は ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻと表せる。 

強度ߣの一様ランダムな点過程に於いて、第 1 近隣木の辺の両端である点 a と点 b が相互最近隣対にな

る確率を考える。（a から b を見て）b が a の最近隣個体である確率݌ଵは、a の最近隣個体が൫ݎ, ݎ		 ൅ ൯ݎ݀

の範囲（超球面上）にある確率なので、 

ଵ݌ ൌ ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙ expሼെߣ ௨ܸ
஺ሺݎሻሽ ∙  ݎ݀

となる。 
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（b から a を見て）a が b の最近隣個体である確率݌ଶは、領域 ܣ௖ ∩ に他の第 ܤ 3 点が存在しない確率な

ので、 

ଶ݌ ൌ exp൛െߣ ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻൟ 

となる。 

相互最近接対の発生確率は݌ଵと݌ଶの同時確率で表せるので、 

ଵ݌ ∙ ଶ݌ ൌ ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙ expሼെߣ ௨ܸ
஺ሺݎሻሽ ∙ exp൛െߣ ௨ܸ

஺೎∩஻ሺݎሻൟ ∙  ݎ݀

となる。 

どの個体も相互最近接対の一方となる確率Pは、全ての可能なݎの値に亘って上式を積分して求められる。 

付録 2 の（付 2.3）式と（付 2.4）式を使って、偶数次元（ݑ ൌ ݑ）の確率P௘と、奇数次元（ݐ2 ൌ ݐ2 ൅ 1）

の確率P௢を求めると、 

P ൌ න ߣ ∙
݀
ݎ݀ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ∙ expሼെߣ ௨ܸ
஺∪஻ሺݎሻሽ ∙ ݎ݀

ஶ

଴
 

P௘ ൌ
1

1 ൅
Γሺݐ ൅ 1ሻ

௧ߨ ௘஺ܥ
೎∩஻

 

P௢ ൌ
1

1 ൅
Γ ቀݐ ൅

3
2ቁ

௧ାߨ
ଵ
ଶ

௢஺ܥ
೎∩஻

 

ここで、ܥ௘஺
೎∩஻ ൌ

௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
∙ ቊ

√గ୻ቀ௧ା
భ
మ
ቁ

୻ሺ௧ାଵሻ
െ యܤ

ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
, 	
ଵ

ଶ
ቁቋ 

యܤ                
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
, 	
ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

௢஺ܥ       
೎∩஻ ൌ

௏మ೟ሺ௥ሻ

௥మ೟
∙ ቊ√

గ୻ሺ௧ାଵሻ

୻ቀ௧ାయ
మ
ቁ
െ యܤ

ర
ቀݐ ൅ 1, 	

ଵ

ଶ
ቁቋ 

యܤ       
ర
ቀݐ ൅ 1, 	

ଵ

ଶ
ቁ は不完全ベータ関数。 

となる。 

 具体的に 2 次元でߣ ൌ 100場合は 62.2%となる。これは第 1 近隣木の辺数に対する割合である。図 3.9

の例では点数が 100 なので、第 1 近隣木の辺数も 100 である。実際に数えるときは、両側に矢印がある

辺は 2 本が重なっていることに注意する。この両側に矢印が付いた辺が相互最近隣対で、白抜きで表示

されている。したがって期待される相互最近隣対の辺数は、100 ൈ 0.622 ൊ 2 ൌ 31.1となる。実際に数え
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てみると白抜きの辺は 31 本ある。 

 本研究では第 1 近隣木に対する相互最近隣対の発生確率だけを論じている。一方、Clark（1956）は、

これを一般化して第 k 近隣木に対する相互最近隣対の発生確率を求めている。また、Cox（1981）は Clark

（1956）の第 2 近隣木以降の値を訂正している。第 k 近隣木に対する相互最近隣対の発生確率は、MST

の辺長を第 k 近隣木で近似する場合に必要となる。本研究では詳しく取り上げない。 

 

3.4.2 Roberts の近似 

 Roberts（1968）は、生態学における Gilbert（1965）の exodic tree から 2 次元 MST と 3 次元 MST の辺

長の近似分布を導出している。この近似分布の多次元への拡張は、Bertsimas and van Ryzin（1990）が行っ

ている。 

Gilbert（1965）は exodic tree の辺の総延長が MST の辺の総延長よりやや長いことを示している。後戻

りしないので相互最近隣対が発生することはない。古山（2003）と Watanabe（2008）は、Roberts（1968）

の近似を MST の辺長の近似分布の上限としている。 

Roberts（1968）は 2 次元 MST の辺長の近似分布を、半円の内部には 1 つも点が無く、且つ半円周上

（ただし直線部を除く）に 1 つだけ点があるという確率から導出している。この方法を多次元に拡張し、

Bertsimas and van Ryzin（1990）の結果と一致することを示す。ݑ次元に於ける Roberts（1968）の近似分布

は、半径ݎのݑ次元半球の内部には 1 つも点がなく、且つݑ次元半球の表面上（ただし超平面部を除く）に

1 つだけ点があるという確率から導くことができる。 

半径ݎのݑ次元半球の体積を
ଵ

ଶ ௨ܸሺݎሻとする、この内部に 1 つも点がない確率݌ଵは、 

ଵ݌ ൌ expቆെ
ߣ ௨ܸሺݎሻ

2
ቇ 

である。 

一方、ݑ次元半球の表面上（ただし超平面部を除く）に微小厚み݀ݎをもつ表層領域を考えると、ݑ次元半

球の表面積は、 

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
 

なので、表層領域の微小体積は 
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݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙  ݎ݀

となる。 

この表層領域内に 1 つだけ点があるという確率݌ଶは、 

ଶ݌ ൌ λ ∙
݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙ ݎ݀ ∙ exp ቆെλ ∙

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙  ቇݎ݀

となる。 

これら 2 つの事象は独立なので、同時確率は、 

ଵ݌ ∙ ଶ݌ ൌ expቆെ
λ ௨ܸሺݎሻ

2
ቇ ∙ ቊλ ∙

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙ ݎ݀ ∙ exp ቆെλ ∙

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙  ቇቋݎ݀

となる。 

指数関数の Taylor 展開の 1 次近似までを使うと 

exp ቆെλ ∙
݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙ ቇݎ݀ ൎ 1 െ λ ∙

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙  ݎ݀

と表せるので、同時確率は 

ଵ݌ ∙ ଶ݌ ൎ expቆെ
λ ௨ܸሺݎሻ

2
ቇ ∙ ቊλ ∙

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙ ݎ݀ ∙ ቆ1 െ λ ∙

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙  ቇቋݎ݀

ൌ exp ቆെ
λ ௨ܸሺݎሻ

2
ቇ ∙ ൝λ ∙

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙ ݎ݀ െ ቆλ ∙

݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙ ቇݎ݀

ଶ

ൡ 

となる。 

ここで、ቀλ ∙
ௗ

ௗ௥

௏ೠሺ௥ሻ

ଶ
∙ ቁݎ݀

ଶ
は高次の無限小であることを考えれば、同時確率は、 

ଵ݌ ∙ ଶ݌ ൎ λ ∙
݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙ exp ቆെ

λ ௨ܸሺݎሻ

2
ቇ ∙  ݎ݀

と表せる。 

したがって、確率密度関数 ௨݂ሺݎሻは、 

௨݂ሺݎሻ ൎ λ ∙
݀
ݎ݀

௨ܸሺݎሻ

2
∙ exp ቆെ

λ ௨ܸሺݎሻ

2
ቇ 

となる。 

ሻݎ次元球の体積 ௨ܸሺݑ ൌ
గ
ೠ
మ

୻ቀೠ
మ
ାଵቁ

 、௨ を代入するとݎ
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ሺ3.8ሻ																																														 ௨݂ሺݎሻ ൎ ߣݑ
ߨ
௨
ଶ

2Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

௨ିଵݎ ∙ expቌെߣ
ߨ
௨
ଶ

2Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

 ௨ቍݎ

となる。 

またݑ次元空間の原点まわりのݏ次モーメントは、 

௦ሿݎ௨ሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
௨݂ሺݎሻ݀ݎ ൌ

൬2Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ൰

௦
௨
Γ ቀ1 ൅

ݏ
ቁݑ

ߣ
௦
௨ߨ

௦
ଶ

 

となる。 

具体例として 1 次元・2 次元・3 次元の確率密度関数を求める。確率密度関数の一般式にݑの値を代入

することにより、 

ଵ݂ሺݎሻ ൌ ߣ ∙ expሺെݎߣሻ 

ଶ݂ሺݎሻ ൌ ݎߨߣ ∙ exp ൬െ
ߨߣ
2
 ଶ൰ݎ

ଷ݂ሺݎሻ ൌ ଶݎߨߣ2 ∙ exp ൬െ
ߨߣ2
3

 ଷ൰ݎ

と求められる。 

次に 1 次元・2 次元・3 次元の期待値を求める。原点まわりのݏ次モーメントの一般式にݏ ൌ 1とݑの値を

代入することにより、 

ଵሿݎଵሾܧ ൌ
1
ߣ
 

ଵሿݎଶሾܧ ൌ
1

ߣ2√
ൎ
0.707106⋯

ଵߣ ଶ⁄  

ଵሿݎଷሾܧ ൌ
Γሺ1 3⁄ ሻ

2ଵ ଷ⁄ ∙ 3ଶ ଷ⁄ ∙ ଵߣ ଷ⁄ ∙ ଵߨ ଷ⁄ ൎ
0.697946⋯

ଵߣ ଷ⁄  

と求められる。 

最後に 1 次元・2 次元・3 次元の標準偏差（ܵܦ）を求める。標準偏差（ܵܦ）は、 

௨ܦܵ ൌ ඥܧ௨ሺݎଶሻ െ ሼܧ௨ሺݎଵሻሽଶ 

を用いて求められる。 

また原点まわりの 2 次モーメントは、 
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ଶሿݎଵሾܧ ൌ
2
ଶߣ
 

ଶሿݎଶሾܧ ൌ
2
ߨߣ

 

ଶሿݎଷሾܧ ൌ
2ଵ ଷ⁄ ∙ Γሺ2 3⁄ ሻ

3ଵ ଷ⁄ ∙ ଶߣ ଷ⁄ ∙ ଶߨ ଷ⁄  

である。 

これらを用いて標準偏差（ܵܦ）は 

ଵܦܵ ൌ
1
ߣ
 

ଶܦܵ ൌ ඨ
4 െ ߨ
ߨߣ2

ൎ
0.369621⋯

ଵߣ ଶ⁄  

ଷܦܵ ൌ
ඥ2 ∙ 3 ∙ Γሺ2 3⁄ ሻെΓሺ1 3⁄ ሻଶ

2ଵ ଷ⁄ ∙ 3ଶ ଷ⁄ ∙ ଵߣ ଷ⁄ ∙ ଵߨ ଷ⁄ ൎ
0.253666⋯

ଵߣ ଷ⁄  

と求められる。 

 

3.4.3 Watanabe（2008）の近似 

 Watanabe（2008）は都市計画の研究において、2 次元 MST の辺長の近似分布を導出している。2 次元を

含めた多次元の導出を付録 1 に記す。 

 

3.4.4  MST の辺長の境界効果 

笠原&古山（1998）は、MST の近似として第 k 近隣木を用い MST の辺長の境界効果を数理的に論じて

いる。そして計算機実験を行い、その導出結果を検証している。本研究と関係が深い計算機実験の結果を

以下に記す。 

 笠原&古山（1998）は、単位正方形内に一様ランダムに 100 点を配置した状況下で、新たに 1 点を 

・点 a：正方形の中心  ・点 b：辺の中心  ・点 c：隅点 

に追加し、100 個の点と追加した点を結んでできる 100 本の辺長の総延長距離をモンテカルロ法を用いて

求めている。追加した 3 点を図 3.10 に、100 本の辺長の 1 例を図 3.11 に示す。その結果、追加した点が

正方形の中心（点 a）である場合に比べ、辺の中心（点 b）の場合は約√2倍、隅点（点 c）の場合は約 2
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倍長くなることを示している。笠原&古山（1998）は乱数の初期設定を変化させ 100 回の試行を行い、そ

の平均値を求めている。その計算結果と、本研究で行った試行回数 10000 回の追試結果を表 3.2 に示す。 

表 3.2 笠原&古山（1998）の実験結果 

 

 

 

 

笠原&古山（1998）は、その数理的検討の中で、近隣点を見つけるための探索方向の範囲が、正方形の

中心（点 a）の場合が 360 度であるのに対して、辺の中心（点 b）の場合は 180 度、隅点（点 c）の場合

は 90 度に低下することが、この現象の原因であると述べている。境界に近い点は最近隣点ではない点を

選択し、求めた MST は最短経路より長くなる可能性が高くなる。 

本研究との関連性を考え、最後に以下の考察を追加しておく。 

・領域内の点数（MST の辺数）が少ないほど、境界効果の影響を受ける点数（MST の辺数）の割合が

高くなり、その結果、MST の辺長の期待値は、より長くなってしまうと考えられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.10 笠原&古山（1998）が追加した 3 点（a, b, c） 
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図 3.11 笠原&古山（1998）の境界効果に関する実験（上：点 a、中：点 b、下：点 c） 
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第 4 章 空間点パターンのグラフィカルな分類方法 

 

4.0 はじめに 

 

本章では空間点パターンの探索的データ解析に用いられるグラフィカルな分類方法を取り上げる。こ

れらは近接グラフ（Proximity graph）に基づくものと、2次特性（Second-order characteristics）に基づくも

のに分けられる。ここでは前者としてG関数・F関数・J関数を、後者としてK関数・L関数・pair 

correlation 関数を取り上げる。空間点過程の2次特性とは、2点の相互作用、あるいは空間上の関係が空

間内でどのように変化するのかを記述する量である。 

 各分類方法の説明の後に、その分類方法を用いた具体例を示す。分類対象の点パターンが、ランダム

型・規則型・集中（凝集）型のどのタイプに属するのかをグラフィカルに判定する内容である。ここで

は分類対象として 3 種類の現実の点パターンを用いる。これらは第 2 章にて説明済み（図 2.4）であっ

て、先行研究（Diggle, 1983, pp.1-2）によって分類先が明らかにされている。第 4 章に於ける分類事例は

全て、上から順にランダム型・規則型・集中（凝集）型となっている。 

 各関数に共通する分類手順を以下に示す。 

 

 

 

 

 

 

 ここで、各関数に対する境界補正の適用について触れておく。境界効果と、それに対する境界補正は

4.2.1.1 で説明することになる。 

 ・G 関数, F 関数, J 関数：境界補正無し 

 ・K 関数, L 関数, pair correlation 関数：境界補正有り 

各関数に共通する分類手順 

Step 1：モンテカルロ法（݉ ൌ 100回）により CSR 点過程に対応する各関数の曲線を 

100 本求める。 

 Step 2：100 本の曲線群（Step1）のエンベロープを作図する。 

 Step 3：分類対象（点パターン）に対する各関数の曲線を求める。 

Step 4：Step2 のエンベロープの上に Step3 の曲線を重ね描きする。 

Step 5：分類対象の曲線がエンベロープから逸脱する方向・程度により分類を行う。 

         この判断基準は各関数により異なり、具体的には以下で説明する。 
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4.1 近接グラフに基づく方法 

 

4.1.1 G 関数を用いた分類 

Diggle (1983, p.49) は G 関数ܩሺݎሻを以下のように定義している（原文はݎではなくݕである）。 

ሻݎሺܩ ൌ ܲ{ distance from an arbitrary event to the nearest other event is at most ݎ } 

一方、間瀬＆武田（2001, p.48）と Illian et al.（2008, p.199）は、ܩሺݎሻをܦሺݎሻと表記している。 

ሻは領域内のランダムに選んだ点（an arbitrary event）から、その最近隣点（the nearest other event）ݎሺܩ

までの距離の分布を考えるものである。これは、第 3 章で説明した第 1 近隣木の辺長の分布関数であ

る。ܩሺݎሻは CSR 点過程に対してだけ正確に求めることができる。ランダムに選んだ点を中心とした半径

の円または球体の内部に、ランダムに選んだ点以外に、点が少なくともݎ 1 つ有る確率から導出する。2

次元、3 次元および多次元（ݑ次元）の場合を以下に示す。ここで、λは CSR 点過程の強度、 ௨ܸሺݎሻは半

径ݎのݑ次元球の体積である。 

ሻݎሺܩ ൌ 1 െ exp	ሺെݎߣߨଶሻ 

ሻݎሺܩ ൌ 1 െ exp	ሺെ
4
3
 ଷሻݎߣߨ

ሻݎሺܩ ൌ 1 െ exp	ሺെߣ ௨ܸሺݎሻሻ ここで、 ௨ܸሺݎሻ ൌ
గ
ೠ
మ

୻ቀೠ
మ
ାଵቁ

 ௨ݎ

規則型の点過程では点同士が反発するように存在しているので、距離が小さいところでܩሺݎሻの値はゼ

ロになり、距離が点間距離の最小値（hard core distance; Illian et al., p.58）を超えてからܩሺݎሻの値は増え始

める。この現象を CSR 点過程の変化と比較することにより、規則型の点過程のܩሺݎሻは以下の不等式で評

価することができる。 

ሻݎሺܩ ൏ 1 െ exp	ሺെݎߣߨଶሻ 

ሻݎሺܩ ൏ 1 െ exp	ሺെ
4
3
 ଷሻݎߣߨ

ሻݎሺܩ ൏ 1 െ exp	ሺെߣ ௨ܸሺݎሻሻ 

集中（凝集）型の点過程では点が局所的に集中しているので、距離が小さいところからܩሺݎሻの値は増え

始める。この現象を CSR 点過程の変化と比較することにより、集中（凝集）型の点過程のܩሺݎሻは以下の
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不等式で評価することができる。 

ሻݎሺܩ ൐ 1 െ exp	ሺെݎߣߨଶሻ 

ሻݎሺܩ ൐ 1 െ exp	ሺെ
4
3
 ଷሻݎߣߨ

ሻݎሺܩ ൐ 1 െ exp	ሺെߣ ௨ܸሺݎሻሻ 

観測データからは点間の第 1 近隣木の辺長（最近隣距離）（nearest neighbor distances）݀௜の経験分布関数

を用いてܩ෠ሺݎሻを推定することができる（Diggle, 1983, p.16）。 

ሻݎ෠ሺܩ ൌ ݊ିଵ#ሺ݀௜ ൑ ሻݎ ൌ ݊ିଵ ෍ 1
ௗ೔ஸ௥

 

ここで、݊は領域内の点数、݀௜は݅番目の点からその最近隣点までの距離、#は個数の意味である。 

なお等式の最右辺は Diggle（1983, p.16） の表記を変えたものである。 

 G 関数を用いた空間点パターンの分類事例を図 4.1 に示す。また、G 関数は経験分布関数なので、P-P

プロット（P-P plot, Wilk & Gnanadesikan, 1968）形式でも表現することができる。その結果を図 4.2 に示

す。図 4.2 の第 1 列はモンテカルロ法で求めた 100 本の曲線群の平均値を CSR 点過程に対する G 関数の

推定値として用いた場合である。また第 2 列は CSR 点過程に対する G 関数の理論値を用いた場合であ

る。2 次元の場合、G 関数の理論値は ܩሺݎሻ ൌ 1 െ exp	ሺെݎߣߨଶሻ であり、P-P プロット上では原点を通る傾

き 1 の直線になる。 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.1 G 関数による空間点パターンの分類 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.2 G 関数 (P-P プロット) による空間点パターンの分類 
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4.1.2 F 関数を用いた分類 

Diggle（1983, p.49）は F 関数ܨሺݎሻを以下のように定義している（原文はݎではなくݔである）。 

ሻݎሺܨ ൌ ܲ{ distance from an arbitrary point to the nearest event is at most ݎ } 

ここで point は基準点の位置を示し、event は実在する対象物（例えば森林にある木）の位置を示してい

る。また、Diggle（1983, p.49）は point を中心とした半径ݎの円内に少なくとも１つ event があるという

解釈を加えている。F 関数には empty space function という呼び方もある（Baddeley & Gill, 1997）。 

ሻもまた、CSRݎሺܨ 点過程の場合だけ正確に求めることができる。基準点（point）を中心とした半径ݎ

の円または球体の内部に、点（event）が少なくとも１つ有る確率から導出する。2 次元、3 次元および

多次元（ݑ次元）の場合を以下に示す。ここで、ߣは CSR 点過程の強度、 ௨ܸሺݎሻは半径ݎのݑ次元球の体積

である。 

ሻݎሺܨ ൌ 1 െ exp	ሺെݎߣߨଶሻ 

ሻݎሺܨ ൌ 1 െ exp	ሺെ
4
3
 ଷሻݎߣߨ

ሻݎሺܨ ൌ 1 െ exp	ሺെߣ ௨ܸሺݎሻሻ  ここで、 ௨ܸሺݎሻ ൌ
గ
ೠ
మ

୻ቀೠ
మ
ାଵቁ

 ௨ݎ

一方、間瀬&武田（2001, p.49）はܨሺݎሻを球状接触分布関数（spherical contact distribution function）とし

て定義し ܪሺݎሻ と表記している。Illian et al.（2008, p.199）もまた同じ定義をして、ܨሺݎሻをܪ௦ሺݎሻ と表記

している。添え字の s は spherical の s と考えられる。球状接触分布関数とは、基準点を中心とした半径ݎ

の球を考え、半径ݎを増やしていったときに、その球が最初に点（event）に接触したݎの値の分布を意味

している。理由は述べられていないが、Chiu et al.（2013, p.144）はܨሺݎሻをパッとしない記号（colorless 

symbol）と呼んでいる。確率・統計の分野で、ܨሺݎሻのܨが複数の意味に使われているからだと考えられ

る。 

規則型の点過程では、距離が小さいところでܨሺݎሻの値が大きくなるので、これを CSR 点過程の変化と

比較することにより、規則型の点過程のܨሺݎሻは以下の不等式で評価することができる。 

ሻݎሺܨ ൐ 1 െ exp	ሺെݎߣߨଶሻ 

ሻݎሺܨ ൐ 1 െ exp	ሺെ
4
3
 ଷሻݎߣߨ

ሻݎሺܨ ൐ 1 െ exp	ሺെߣ ௨ܸሺݎሻሻ 
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集中（凝集）型の点過程では、距離が大きいところでܨሺݎሻの値が大きくなるので、これを CSR 点過程の

変化と比較することにより、集中（凝集）型の点過程のܨሺݎሻは以下の不等式で評価することができる。 

ሻݎሺܨ ൏ 1 െ exp	ሺെݎߣߨଶሻ 

ሻݎሺܨ ൏ 1 െ exp	ሺെ
4
3
 ଷሻݎߣߨ

ሻݎሺܨ ൏ 1 െ exp	ሺെߣ ௨ܸሺݎሻሻ 

つまり、CSR 点過程の場合はܨሺݎሻとܩሺݎሻは同じだが、規則型と集中（凝集）型ではܨሺݎሻとܩሺݎሻは逆の振

舞いをする。 

観測データからは基準点（point）と実在の点（event）の間の最近隣距離݁௜の経験分布関数を用いてܨ෠ሺݎሻ

を推定することができる（Diggle, 1983, p.20）。 

ሻݎ෠ሺܨ ൌ ݉ିଵ#ሺ݁௜ ൑ ሻݎ ൌ ݉ିଵ ෍ 1
௘೔ஸ௥

 

ここで、݉は基準点の個数、݁௜は݅番目の基準点からその最近隣点までの距離、#は個数の意味である。こ

の基準点を Kaluzny et al.（1996, p.155）は i 番目の原点（the ith origin）と呼んでいる。 

なお等式の最右辺は Diggle（1983, p.20）の表記を変えたものである。この式の意味は、ݑ次元空間の領

域内に݇௨のグリッドを重ね（２次元なら݇ ൈ ݇）、基準点を݉（ൌ ݇௨）個つくり、その基準点から一番近

い点（event）までの距離の分布を考えるものである。 

Diggle and Matérn（1981）は、2 次元の場合として݇ ൎ √݊を推奨している。݇を増やすほど、曲線ܨ෠ሺݎሻは

滑らかになっていく。しかし、統計的精度（statistical precision）は、その場合でも依然として、݊（領域

内の event 数）の制限を受けることに注意しなければならない（Diggle, 2003, p.21）。なお、多次元（ݑ次

元）の場合は、݇ ൎ ݊ଵ ௨⁄ と考えられる。 

F 関数を用いた空間点パターンの分類事例を図 4.3 に示す。また、F 関数は経験分布関数なので、G 関数

と同様に P-P プロット (P-P plot, Wilk & Gnanadesikan, 1968) 形式でも表現することができる。その結果を

図 4.4 に示す。図 4.4 の第 1 列はモンテカルロ法で求めた 100 本の曲線群の平均値を CSR 点過程に対す

る F 関数の推定値として用いた場合である。また第 2 列は CSR 点過程に対する F 関数の理論値を用いた

場合である。2 次元の場合、F 関数の理論値は ܨሺݎሻ ൌ 1 െ exp	ሺെݎߣߨଶሻ であり、P-P プロット上では原点

を通る傾き 1 の直線になる。 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.3 F 関数による空間点パターンの分類 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.4 F 関数 (P-P プロット) による空間点パターンの分類 
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4.1.3 J 関数を用いた分類 

Van Lieshout and Baddeley（1966）は J 関数ܬሺݎሻを以下のように定義している。ܩሺݎሻとܨሺݎሻは既に説明済

みのものである。 

ሻݎሺܬ ൌ
1 െ ሻݎሺܩ

1 െ ሻݎሺܨ
			 , ݎ ൒ 0, ሻݎሺܨ ൏ 1 

Van Lieshout and Baddeley（1966）は J 関数を用いた分類基準を以下のように示しているが、 

        CSR 点過程の場合は ܬሺݎሻ ൌ 1  

   規則型の点過程の場合は ܬሺݎሻ ൐ 1  

集中（凝集）型の点過程の場合は ܬሺݎሻ ൏ 1  

Bedford and Berg（1997）は規則型や集中（凝集）型の点過程に対してもܬሺݎሻ ൌ 1となる場合があることを

示し、分類基準を以下のように修正している。 

       CSR 点過程の場合は ܬሺݎሻ ൌ 1  

  規則型の点過程の場合は ܬሺݎሻ ൒ 1  

集中（凝集）型の点過程の場合は ܬሺݎሻ ൑ 1 

これらの分類基準は、4.1.1 および 4.1.2 の記述内容より、CSR 点過程に対してはܩሺݎሻ ൌ ሻ、規則型のݎሺܨ

点過程に対してはܩሺݎሻ ൑ ሻݎሺܩሻ、集中（凝集）型の点過程に対してはݎሺܨ ൒ ሻになることから導出されݎሺܨ

ることである。 

J 関数を用いた空間点パターンの分類事例を図 4.5 に示す。 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.5 J 関数による空間点パターンの分類 
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4.2 2 次特性（Second-order characteristics）に基づく方法 

 

4.2.1 K 関数を用いた分類 

Ripley （1977）は、λを強度とした時に、K 関数ܭሺݎሻを以下のように定義している（原文はݎではなくݐ

である）。 

λK(r) is the expected number of further points within r of an arbitrary point of the process. 

つまり、λܭሺݎሻは（領域内の）任意に選んだ点を中心とする半径ݎの円（またはݑ次元球）に含まれる点

の個数の期待値である。この文章の”further”は、中心になった点を個数としてカウントしないというこ

とを意味している。 

λܭሺݎሻもまた CSR 点過程に対してだけ正確に計算することができる。2 次元、3 次元および多次元（ݑ

次元）の場合を以下に示す。ここで、λは CSR 点過程の強度、 ௨ܸሺݎሻは半径ݎのݑ次元球の体積である。 

λܭሺݎሻ ൌ λπݎଶ 

λܭሺݎሻ ൌ
4
3
λπݎଷ 

                      λܭሺݎሻ ൌ λ ௨ܸሺݎሻ	  ここで、 ௨ܸሺݎሻ ൌ
గ
ೠ
మ

୻ቀೠ
మ
ାଵቁ

 ௨ݎ

これは CSR 点過程の場合なので、半径ݎを増やしていけば、その領域に含まれる点の個数は円の面積（ま

たはݑ次元球の体積）に比例して増えていくことを示している。 

CSR 点過程に対する K 関数は、以下のように更に簡単に表現することができる。 

ሻݎሺܭ ൌ πݎଶ	 

ሻݎሺܭ ൌ
4
3
πݎଷ 

ሻݎሺܭ ൌ ௨ܸሺݎሻ	 

一方、規則型の点過程では点が孤立しているので、半径ݎが小さい範囲では点は存在せず、点間距離の

最小値（hard core distance; Illian et al., p.58）より大きくなって初めて点の数が増え始める。この現象を CSR

点過程の変化と比較することにより、規則型の点過程のܭሺݎሻは、以下の不等式で評価することができる。 

ሻݎሺܭ ൏ πݎଶ	 
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ሻݎሺܭ ൏
4
3
πݎଷ 

ሻݎሺܭ ൏ ௨ܸሺݎሻ	 

また、集中（凝集）型の点過程では、局所的に点が集中しているので、半径ݎが小さい範囲で点の個数が

増えることになる。この現象を CSR 点過程の変化と比較することにより、集中（凝集）型の点過程のܭሺݎሻ

は、以下の不等式で評価することができる。 

ሻݎሺܭ ൐ πݎଶ	 

ሻݎሺܭ ൐
4
3
πݎଷ 

ሻݎሺܭ ൐ ௨ܸሺݎሻ	 

規則型の場合も集中（凝集）型の場合も、CSR 点過程との違いは、半径ݎが小さい範囲で顕著になる。 

K 関数もまた、近接グラフを用いて表現することができる。Illian et al.（2008, p.216）は、近接グラフの

１つである第 k 近隣木とλܭሺݎሻの関係を以下のように示している。第 k 近隣木は、領域内の各点と、その

点から k 番目に近い点（第 k 近隣点）を結ぶ辺で構成されもので（3.2 節の再掲）、この式の右辺もまた半

径ݎの円またはݑ次元球に含まれる点の個数を示している。 

λܭሺݎሻ ൌ ෍ܦ௞ሺݎሻ

ஶ

௞ୀଵ

 

ここでܦ௞ሺݎሻは第 k 近隣木の辺長の分布関数である。 

観測データからは以下の式を用いてܭ෡ሺݎሻを推定することができる（Ripley, 1976; Dixon, 2002）。 

ሻݎ෡ሺܭ ൌ ,൫݈௜ݓመିଵ෍෍ߣ ௝݈൯
ିଵ ൫݀௜௝ܫ ൏ ൯ݎ

ܰ
௝ஷ௜௜

 

ここで、 

ܰは領域内で観測された点数、 

 、መはܰを領域の体積（または面積）で除したもので強度の推定値ߣ 

 ݀௜,௝は݅番目の点݈௜と݆番目の点 ௝݈の距離、 

,൫݈௜ݓ ௝݈൯は境界補正（edge correction）に用いる加重関数（weight function） 

൫݀௜௝ܫ ൏ ൯は指標関数（indicator function）であり、݀௜,௝ݎ ൏ の場合にݎ 1、そうでない場合

は 0 となる。 
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境界補正の加重関数ݓ൫݈௜, ௝݈൯については、まず݅番目の点݈௜を中心とした半径݀௜,௝の円（またはݑ次元球）

を考える。このとき、ݓ൫݈௜, ௝݈൯は領域内に入る部分の面積（または体積）の、全体の面積（または体積）

に対する比率である。詳しくは次節で取り扱う。 

 

4.2.1.1 境界効果（edge effect）と境界補正（edge correction） 

 境界の存在しない領域で理論が構築された場合であっても、現実のデータは有限の領域でしか観測で

きない。したがって分野を問わずデータには境界領域が存在し、データからの推論には何らかの対策が

考えられている。例えば信号処理や時系列解析に於いては、有限のデータからスペクトルを推定する場

合に、両端の影響を軽減するためにテイパーリング（Tapering）を行う（Bloomfield, 2000, pp.66-76）。 

 K 関数の境界効果を図 4.6 を用いて説明する。左が 2 次元の、右が 3 次元の説明図である。3 次元の場

合は、点群と矢印（半径）の表示を省略している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.6 境界効果の説明図（左：2 次元、右：3 次元） 

 

最初に CSR 点過程（強度λ）に対する観測領域が、一辺 L の正方形である場合を考える（図 4.6 左）。

説明を単純にするために、円の中心になる点が正方形の以下に示す 3 か所にあると仮定する。 

a：（正方形の）中心，b：辺の中点，c：頂点 



54 
 

各点のまわりで半径ݎを増やして行った場合に、各円の内部に含まれる点の個数λܭሺݎሻは、点 a の場合は

λπݎଶだが、b は a の 1/2、c は a の 1/4 になる。したがって、領域内で期待値を求めると、ܭ෡ሺݎሻ曲線は下方

に偏りをもつことになる。この偏りを補正するのが境界補正である。境界補正では、観測領域の外側も、

内側と同じように点が分布していることを前提とする。単純に考えれば、点 b の場合は観測個数を 2 倍

し、点 c の場合は観測個数を 4 倍すれば良いことになる。理想的に行われた境界補正の結果を図 4.7 に示

す。また具体的な補正方式は、この節の最後に述べる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.7 境界補正後（2 次元） 

 

次に CSR 点過程（強度 λ）に対する観測領域が、一辺 L の立方体である場合を考える（図 4.6 右）。説

明を単純にするために、球の中心になる点が立方形の以下に示す４か所にあると仮定する。 

a：（立方体の）中心，b：面の中心，c：辺の中点，d：頂点 

各点のまわりで半径ݎを増やして行った場合に、各球の内部に含まれる点の個数λܭሺݎሻは、点 a の場合は

ସ

ଷ
λπݎଷだが、b は a の 1/2、c は a の 1/4、d は a の 1/8 になる。したがって、領域内で期待値を求めると、

 。ሻ曲線は下方に偏りをもつことになるݎ෡ሺܭ

正方形（2 次元）の事例から、境界効果は領域内の点数が少ない場合と領域の形状が細長い多角形の場

合に顕著になることが類推できる。また、正方形（2 次元）と立方体（3 次元）の比較から、高次元にな
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るほど境界効果の影響は深刻になることが分かる。なお、円または球の中心となる点は領域内の任意の

位置にあり、また境界自体も一般的には曲線や曲面である。したがって、実際の境界効果と境界補正を考

えるには、より複雑な幾何学を用いなければならない。 

K 関数とともに Ripley （1976） が提案した境界補正については、Goreaud & Pelissier （1999） が具体

的な解説を行っている。この記述は円の中心となる点が、領域内の何処にあるかによって場合分けを行

っている。また境界の形状が曲線の場合を含んでいる。ここでは境界の形状が矩形の場合だけを取り上

げ、図 4.8 を用いて説明する。この図には 4 通りの場合分けが示されている。繰り返しになるが、領域の

外側の点の分布は、内側と同じであることが前提となっている。 

重み関数 ݓ൫݈௜, ௝݈൯
ିଵ

 は、半径ݎの円を使って以下のように表現できる。 

,൫݈௜ݓ ௝݈൯
ିଵ

ൌ（円の全周の長さ）／（領域内にある円弧の長さの総和） 

図 4.8 の右上の例では、 

,൫݈௜ݓ ௝݈൯
ିଵ
ൌ

ߨ2
ߨ2 െ ߠ

 

となり、図 4.8 の左下の例では、 

,൫݈௜ݓ ௝݈൯
ିଵ
ൌ

ߨ2
ߨ2 െ ሺߠଵ ൅ ଶሻߠ

 

となる。 

また、図 4.8 の左上の例では、 

,൫݈௜ݓ ௝݈൯
ିଵ
ൌ

ߨ2

ߨ2 െ
ߨ3
2

ൌ 4 

となり、図 4.8 の右下の例では、 

,൫݈௜ݓ ௝݈൯
ିଵ

ൌ
ߨ2

ߨ2 െ ߨ
ൌ 2 

となる。 
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図 4.8 境界補正の説明図（A） 

 

具体的な境界補正の例を図 4.9 を用いて説明する。円の中心となる点 が観測領域の左下にあり、点

から距離 離れた位置と距離 離れた位置に、点が 1 つずつ観測されている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.9 境界補正の説明図（B） 
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まず、距離ݎଵ離れた点を考える。半径ݎଵの円の全周は観測領域に含まれているので、この場合は境界補

正を行う必要はない。次に、距離ݎଶ離れた点を考える。半径ݎଶの円は観測領域の外側にはみ出しているの

で、この場合は境界補正を行う必要がある。重み関数の計算結果は、 

,൫݈௜ݓ ௝݈൯
ିଵ
ൌ

ߨ2

ߨ2 െ
ߨ4
3

ൌ 3 

となるので、境界補正により半径ݎଶの円周上には全部で点が 3 つあることになる。つまり観測領域の外側

には点が 2 つあると推定している。 

最後に、間瀬&武田（2001, pp.48-49）が、最近接距離分布関数（nearest neighbor distance distribution function）

の説明の中で述べている境界効果の対策に関して以下に示す。なお、本研究では最近接距離分布関数を G

関数と呼んでいる。 

観測領域外の点が及ぼす影響を境界効果（edge effect）と称し、空間統計学固有の困難をもたらす。境

界効果を除く妙案は当然なく、つぎのようなその場しのぎの処方箋が用いられてきた。 

   ・単純に無視する。 

   ・周期的境界条件を用いる（有界観測領域ܹをトーラス化する）。 

   ・より小さな領域ܹᇱを考え、ܹ ∖ܹᇱ中のデータは境界効果対策にだけ使う。 

   ・たとえば、点過程 Φ が定常ポアソン配置であるという仮説下では、推定強度をもとにܹ外の点

パターンを人工的に発生し代用する。 

   ・境界近くの点の寄与を割り引くなどの境界補正（edge correction）を施した統計量を工夫する。 
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4.2.1.2 K 関数を用いた分類結果と表示の改良 

 Ripley (1976)の境界補正を行った K 関数の分類結果を図 4.10 に示す。 

一方、Diggle（1983, pp. 78-79）は K 関数の表示を以下のように改良している。ここでは、これを K*関数

ሻと呼ぶことにする。2ݎሺ∗ܭ 次元、3 次元および多次元（ݑ次元）の場合を以下に示す。ここで、 ௨ܸሺݎሻは半

径ݎのݑ次元球の体積である。 

ሻݎሺ∗ܭ ൌ ሻݎሺܭ െ πݎଶ	 

ሻݎሺ∗ܭ ൌ ሻݎሺܭ െ
4
3
πݎଷ 

ሻݎሺ∗ܭ             ൌ ሻݎሺܭ െ ௨ܸሺݎሻ	  ここで、 ௨ܸሺݎሻ ൌ
గ
ೠ
మ

୻ቀೠ
మ
ାଵቁ

 ௨ݎ

CSR 点過程に対する K 関数の式より、K*関数ܭ∗ሺݎሻは以下のように簡単に表現することができる。これは

次元に依存しない。 

ሻݎሺ∗ܭ ൌ 0	 

また規則型の点過程に対する K*関数ܭ∗ሺݎሻは以下の不等式で評価することができる。 

ሻݎሺ∗ܭ ൏ 0 

さらに集中（凝集）型の点過程に対する K*関数ܭ∗ሺݎሻは以下の不等式で評価することができる。 

ሻݎሺ∗ܭ ൐ 0 

K*関数ܭ∗ሺݎሻを用いた分類結果を図 4.11 に示す。ݎが大きくなるにつれて分散が拡大するのは K 関数と変

わらない。これを改良するのが、次節で取り上げる L 関数である。 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.10 K 関数による空間点パターンの分類 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.11 K*関数による空間点パターンの分類 
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4.2.2 L 関数を用いた分類 

L 関数ܮሺݎሻは、Besag（1977）により提案された。Besag（1977）は Ripley（1977）の 192 ページ以降に

ある DISCUSSION ON DR. RIPLEY'S PAPER の内容である。L 関数には規格化の違いにより 2 通りの方式

があるので、ここでは L 関数と L*関数として区別する。 

 

4.2.2.1 L 関数を用いた分類結果 

L 関数ܮሺݎሻの 2 次元、3 次元および多次元（ݑ次元）の場合の定義を以下に示す。ここで、 ௨ܸሺݎሻは半径

 。次元球の体積であるݑのݎ

ሻݎሺܮ ൌ ඨ
ሻݎሺܭ

π
	 

ሻݎሺܮ  ൌ ቀ
௄ሺ௥ሻ

ସ஠ ଷ⁄
ቁ
భ
య 

ሻݎሺܮ               ൌ ቀ
௄ሺ௥ሻ

௏ೠሺ௥ሻ ௥ೠ⁄
ቁ
భ
ೠ  ここで、 ௨ܸሺݎሻ ൌ

గ
ೠ
మ

୻ቀೠ
మ
ାଵቁ

 ௨ݎ

 、ሻが曲線になるのに対してݎሺܭሻと同じ内容を意味しているが、以下のようにݎሺܭሻはݎሺܮ

ሻݎሺܭ ∝  ଶݎ

ሻݎሺܭ ∝  ଷݎ

ሻݎሺܭ ∝  ௨ݎ

 ሻは規格化されているので次元によらず常に直線になるݎሺܮ

ሻݎሺܮ ∝  ݎ

とりわけ CSR 点過程に対しては傾き 1 の直線になる。 

ሻݎሺܮ ൌ  ݎ

またܭሺݎሻの説明を基に考えれば、規則型の点過程のܮሺݎሻは以下の不等式で評価することができ、 

ሻݎሺܮ ൏  	ݎ

集中（凝集）型の点過程のܮሺݎሻは以下の不等式で評価することができる。 

ሻݎሺܮ ൐  	ݎ

観測データからはܭ෡ሺݎሻを用いてܮ෠ሺݎሻを推定することができる。分類結果を図 4.12 に示す。 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.12 L 関数による空間点パターンの分類 
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4.2.2.2 L*関数を用いた分類結果 

 もう一方の L 関数であるܮ∗ሺݎሻは以下のように定義される。 

ሻݎሺ∗ܮ ൌ ඨ
ሻݎሺܭ

π
		െ 	ݎ ൌ ሻݎሺܮ െ  ݎ

ሻݎሺ∗ܮ ൌ ቆ
ሻݎሺܭ

௨ܸሺݎሻ ⁄௨ݎ
ቇ

ଵ
௨
െ ݎ ൌ ሻݎሺܮ െ  		ݎ

CSR 点過程の場合、ܮሺݎሻ ൌ  。ሻは次元によらずゼロになるݎሺ∗ܮ、なので ݎ

ሻݎሺ∗ܮ ൌ 0 

 。ሻよりも更に見やすくなるݎሺܮሻをグラフに表せば水平線になりݎሺ∗ܮ

また、これまでの説明を基に考えれば、規則型の点過程のܮ∗ሺݎሻは以下の不等式で評価することができ、 

ሻݎሺ∗ܮ ൏ 0 

集中（凝集）型の点過程のܮ∗ሺݎሻは以下の不等式で評価することができる。 

ሻݎሺ∗ܮ ൐ 0 

観測データからはܭ෡ሺݎሻを用いてܮ෠∗ሺݎሻを推定することができる。分類結果を図 4.13 に示す。 
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.13 L*関数による空間点パターンの分類 
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4.2.3 pair correlation 関数を用いた分類 

 Wiegand & Moloney（2004）は、O-ring 統計量（O-ring statistic）ܱሺݎሻから pair correlation 関数gሺݎሻを導

出している。Wiegand & Moloney（2004）の解説に従い、2 変量を 1 変量に変えたܱሺݎሻの表現を以下に示

す。#は個数の意味である。 

ܱሺݎሻ ൌ ሻݎgሺߣ ൌE[#(points at distance ݎ from an arbitrary point)] 

ここで、λܭሺݎሻが半径ݎの円盤内または半径ݎの球体内にある点の個数の期待値であったのに対して、ߣgሺݎሻ

は微小幅をもつ半径ݎの輪帯内、または微小厚みをもつ半径ݎの球殻内にある点の個数の期待値である。 

K 関数と pair correlation 関数の比較を図 4.14 に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.14 K 関数（左）と pair correlation 関数（右）の比較 

 

したがって以下のようにgሺݎሻを導出することができる。gሺݎሻとܭሺݎሻの関係は、確率密度関数と分布関数の

関係に似ている。2 次元、3 次元および多次元（ݑ次元）の場合を以下に示す。ここで、 ௨ܸሺݎሻは半径ݎのݑ

次元球の体積である。 

gሺݎሻ ൌ

݀
ݎ݀ ሻݎሺܭ

ݎߨ2
 

gሺݎሻ ൌ

݀
ݎ݀ ሻݎሺܭ

ଶݎߨ4
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gሺݎሻ ൌ

݀
ݎ݀ ሻݎሺܭ

݀
ݎ݀ ௨ܸሺݎሻ

 

なお、上記とは異なる導出方法もある（Stoyan & Stoyan, 1994, p.249）。 

CSR 点過程に対する pair correlation 関数 gሺݎሻは、CSR 点過程に対する K 関数の値を用いて、以下のよ

うに計算することができる。2 次元、3 次元および多次元（ݑ次元）の場合を以下に示す。ここで、 ௨ܸሺݎሻ

は半径ݎのݑ次元球の体積である。 

gሺݎሻ ൌ

݀
ݎ݀ ሻݎሺܭ

ݎߨ2
ൌ

݀
ݎ݀ ሺݎߨ

ଶሻ

ݎߨ2
ൌ 1 

gሺݎሻ ൌ

݀
ݎ݀ ሻݎሺܭ

ଶݎߨ4
ൌ

݀
ݎ݀ ൬

ଷݎߨ4
3 ൰

ଶݎߨ4
ൌ 1 

gሺݎሻ ൌ

݀
ݎ݀ ሻݎሺܭ

݀
ݎ݀ ௨ܸሺݎሻ

ൌ

݀
ݎ݀ ௨ܸሺݎሻ

݀
ݎ݀ ௨ܸሺݎሻ

ൌ 1 

pair correlation 関数 gሺݎሻを用いて規則型の点過程を評価する不等式は、規則型の点過程に対するܭሺݎሻ

の不等式から以下のように求められる。 

gሺݎሻ ൏

݀
ݎ݀ ሺݎߨ

ଶሻ

ݎߨ2
ൌ 1 

gሺݎሻ ൏

݀
ݎ݀ ൬

ଷݎߨ4
3 ൰

ଶݎߨ4
ൌ 1 

gሺݎሻ ൏

݀
ݎ݀ ௨ܸሺݎሻ

݀
ݎ݀ ௨ܸሺݎሻ

ൌ 1 

もう少し細かく見ると、規則型の点過程の場合、半径ݎが点間の最小距離ݎ଴を超えるまでは点が存在しな

いので以下のようになる。 

gሺݎሻ ൌ 0				for		r ൑  ଴ݎ

また規則型の点過程の場合、半径ݎを大きくしていくと複雑な振舞いをすることが報告されている（Illian 

et al. , p.221, p.239）。 

pair correlation 関数 gሺݎሻを用いて集中（凝集）型の点過程を評価する不等式は、集中（凝集）型の点過

程に対するܭሺݎሻの不等式から以下のように求められる。 

gሺݎሻ ൐

݀
ݎ݀ ሺݎߨ

ଶሻ

ݎߨ2
ൌ 1 
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gሺݎሻ ൐

݀
ݎ݀ ൬

ଷݎߨ4
3 ൰

ଶݎߨ4
ൌ 1 

gሺݎሻ ൐

݀
ݎ݀ ௨ܸሺݎሻ

݀
ݎ݀ ௨ܸሺݎሻ

ൌ 1 

もう少し細かく見ると、集中（凝集）型の点過程の場合、点が集中しているので、半径ݎが小さい領域で

gሺݎሻは大きな値となり、半径ݎが大きくなるに従いgሺݎሻは減少する。 

観測データからgොሺݎሻを推定する場合、Illian et al.（2008, p.232）はܭ෡ሺݎሻを微分して用いるのではなく、モ

ンテカルロ法を用いて確率密度関数を推定するときのように、カーネル関数の使用を推奨している。例

えば、Illian et al.（2008, p.482）にあるような Epanechnikov kernel の使用である。pair correlation 関数を用

いた分類結果を図 4.15 に示す。 

O-ring 統計量（O-ring statistic）ܱሺݎሻを用いた分類も可能である（Wiegand & Moloney, 2004）。CSR 点過

程に対しては ܱሺݎሻ ൌ ሻݎ規則型の点過程に対しては ܱሺ、 ߣ ൏  集中（凝集）型の点過程に対しては、 ߣ

ܱሺݎሻ ൐  。となる ߣ
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注：灰色の帯は CSR 点過程に従う 100 本の曲線群のエンベロープを示す。 

図 4.15 pair correlation 関数による空間点パターンの分類 
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4.3 グラフィカルな分類方法の問題点 

 

 G 関数と F 関数は点間の近接距離から構築される方法で、極めてよく似ている。また J 関数は G 関数

と F 関数の組み合わせになっている。一方、L 関数と pair correlation 関数は K 関数から派生した（また

は、K 関数を改良した）ものと考えられる。そこで、ここでは G 関数と K 関数の問題点について述べる。 

 

4.3.1 G 関数の問題点 

 Chiu et al.（2013, p.144）は G 関数の問題点を、近傍の情報しか与えず、その外側で何が起こっている

のか分からないので近視眼的（short-sighted）であると述べている。G 関数は第 1 近隣木の辺長の経験分

布関数なので、その問題点は第 3 章「近接グラフ」の 3.4.1 節「MST の近似としての第 1 近隣木」に記述

した内容が当てはまる。本研究で提案する AGsi-curve との比較に於いて、具体的な数値例を提示する（第

6 章）。 

 

4.3.2 K 関数の問題点 

K 関数の問題点に関して Illian et al.（2008, p.216）は、点配置が局所的には規則型（short-range regularity）

だが、大域的には凝集型（long-range clustering）の場合、K 関数の解釈は理解しにくい（complicated）も

のとなると述べている。その理由として K 関数が累積的性質（cumulative characteristic）を持つからだと

指摘している。 

 本研究では K 関数の問題点として以下の 2 項目を取り上げる。 

・強度 λ が大きくなるにつれて、規則型の点配置とランダム型の点配置の区別が曖昧になる。 

・（提案時から境界補正を含んでいることからも、）境界効果に対して極めて敏感である。 

本研究で提案する AGsi-curve との比較に於いて、具体的な数値例を提示する（第 6 章）。 
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第 5 章 凝集型階層的クラスター分析 

 

5.0 はじめに 

 

 本研究で提案することになる AG-curve は AHC 手法の併合距離とクラスター数の間の関係を示してい

る。そこで 5 章では AHC 手法の概略を示したのち、AHC 手法の単調性に焦点を当てる。単調性とはク

ラスター化の進展とともに併合距離が単調に増加することを意味する。この単調性は AG-curve からの要

請である。そして、単調性の判別条件の基礎となる強メトリック不等式を示す。 

 

5.1 凝集型階層的クラスター分析 

 

 クラスター分析は多変量解析やデータマイニングなどで頻繁に使われる教師無しの分類方法であり、

概ね以下のように整理される。クラスターとは似たもの同士を集めたグループであり、このグループ分

けの手法がクラスター分析と呼ばれている。Sneath & Socal（1973, p.69）は、クラスター分析を行う分

類対象を OTU（Operational Taxonomic Unit）と呼んでいる。 

 

 

 

 

 

 

クラスター分析は階層的クラスター分析と非階層的クラスター分析に分けられる。後者の非階層的ク

ラスター分析は k 平均法（k-means algorithm）などが代表的手法であるが、本研究の対象から外れるの

で説明を省略する。前者の階層的クラスター分析は凝集型（Agglomerative）と分割型（divisive）に分け

られる。凝集型はボトムアップ法（bottom-up method）とも呼ばれ、OTU の個体が別々に存在する状態

クラスター分析（手法の整理） 

クラスター分析 

↓  ↓ 

  階層的   非階層的 

               ↓   ↓ 

凝集型   分割型 
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（OTU が N 個あれば、要素が 1 つしかないクラスターが N 個あると考える）から始まり、ある決まり

に基づいて直前のクラスターを連続的に併合して行き、最終的には単一のクラスター（要素をＮ個含む

クラスターが 1 つできると考える）を形成する方法である。一方、分割型はトップダウン法（top-down 

method）とも呼ばれ、OTU の個体が全て単一のクラスターに併合されている状態から始まり、ある決ま

りに基づいて直前のクラスターを連続的に分割して行き、最終的には OTU の個体が別々に存在する状

態で終了する。分割型は教師有り分類法の 1 つである決定木（decision tree）に似ている。事実、

Piccarreta and Billari（2007）は、分割型の新しい方法に CART（Breiman et al., 1984）のロジックを利用

している。凝集型も分割型も、その結果である階層構造をデンドログラム（dendrogram）という 2 次元

の樹形図（分野によっては系統樹とも呼ばれる）に表現することができる。ここでは本研究と関係が深

い凝集型階層的クラスター分析に焦点を当てる。これを AHC 手法（Agglomerative Hierarchical Clustering 

Algorithm）と呼ぶことにする。 

Gnanadesikan（1997, p.109）は、階層的クラスター分析に現れる 2 つの極端な状態を、弱クラスター

化（weak clustering）と強クラスター化（strong clustering）と呼んでいる。弱クラスター化とは OTU の

個体が別々に存在する状態（OTU が N 個あれば、要素が 1 つしかないクラスターが N 個あると考え

る）であり、強クラスター化とは OTU の個体が全て単一のクラスターに併合されている状態である。

これらの用語を使うと、凝集型の併合は弱クラスター化から強クラスター化へ向かい、分割型の分解は

強クラスター化から弱クラスター化へ向かうと表現できる。 

 

5.2 類似度と非類似度（距離） 

 

 クラスター分析は似たもの同士を集める手法なので、類似性の高い OTU を同一のグループに集める

必要がある。そのためにはグループを構成する各 OTU 間の類似性の度合いを数量化しなければならな

い。類似度の測度としてはピアソンの積率相関係数などが使われる。 

一方、クラスター分析では類似度の逆の概念である非類似度を用いることもできる。非類似度を数量

化するために様々な距離が使われる。距離の測度としては、ユークリッド（Euclidian）距離・マンハッ
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タン（Manhattan）距離・ミンコフスキー（Minkovski）距離・などがある。ミンコフスキー距離は、ユ

ークリッド距離とマンハッタン距離を一般化したものである。奥野・他（1981, p.395, 表 3.1）は、様々

な非類似度（距離）および類似度の定義を一覧表にして示している。また、アルゴリズム上は、非類似

度（距離）に関する不等式を逆向きにすれば、類似度に関するそれに変えられる（奥野・他, 1981, 

p.394）。更に非類似度（距離）としては、それぞれの AHC 手法で定義されるクラスター間の距離があ

る。これらについては後述する。 

 

5.3 AHC 手法の分類アルゴリズム 

 

AHC 手法には多くのアルゴリズムが存在する。主要なものを以下に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

Sneath & Sokal（1973, p218, TABLE 5-2）は、①～⑥を SAHN clustering methods と呼んでいる。また、

これらは特に生物学的物質（biological material）の中に、クラスターを見つけるために最も頻繁に使わ

れる方法であると述べている（Sneath & Sokal, 1973, p.214）。なお SAHN は、Sequential・

Agglomerative・Hierarchic・Nonoverlapping の頭字語（acronym）である。 

Murtagh（1983）は前半の 4 種類をグラフ法（graph methods）、後半の 3 種類を幾何学法（geometric 

methods）として区別している。グラフ法の名称はグラフ理論（Graph Theory）に由来すると考えられ

る。 

 

AHC 手法の主なアルゴリズム 

①最短距離法（Single-linkage or Nearest-neighbor method） 

②最長距離法（Complete-linkage or Furthest-neighbor method） 

③重み無し群平均法（Unweighted Pair-Group Method using arithmetic Average） 

④重み付き群平均法（Weighted Pair-Group Method using arithmetic Average） 

⑤セントロイド法（重心法）（Centroid method） 

⑥メディアン法（Median method） 

⑦ウォード法（Ward‛s method） 
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5.3.1 AHC 手法の共通アルゴリズム 

それぞれの分類アルゴリズムに共通する具体的な手順（Step 1 ～ Step 5）を以下に記す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

併合したクラスターの組み合わせと併合距離݀ሺܥ௨, ௩ሻの記録を用いて、併合の過程（階層構造）をデンܥ

ドログラムとして表示することができる。なお、更新される距離行列とその要素は、コーフェネティック

行列（Cophenetic matrix）とコーフェネティック距離（Cophenetic distance）と呼ばれる場合がある（Sneath 

& Sokal, 1973, pp.278-280）。また、元の距離行列とコーフェネティック行列の要素間のピアソンの積率相

関係数は、コーフェネティック相関係数（Cophenetic distance）と呼ばれる。 

 

 

AHC 手法の共通手順 

Step 1：N 個の OTU を N 個のクラスターとする。 

   ・要素が 1 個のクラスターが N 個あると考える（弱クラスター化）。 

Step 2：全てのクラスター間の距離行列を作成する。 

   ・距離行列はN ൈ Nの対称行列である。 

   ・クラスター間の距離は分類アルゴリズムにより異なる。 

   ・分類アルゴリズムはクラスター間の距離の定義と言い換えることができる。 

Step 3：最も距離が近い（似ている）２つのクラスターを併合する。 

   ・クラスター ܥ௨とܥ௩を併合しクラスターܥ௨ ∪  。௩をつくるܥ

  ・併合したクラスターの組み合わせと併合距離݀ሺܥ௨,  。௩ሻを記録するܥ

  ・この併合によりクラスター数が 1 個減る。 

Step 4：併合後のクラスター間の距離行列を作成する（距離行列の更新）。 

   ・併合前の距離行列からクラスター ܥ௨とܥ௩に対応する行と列を削除する。 

   ・新しいクラスターܥ௨ ∪ 。௩と残りのクラスター間の距離を与える行と列を追加するܥ

Step 5：Step 3 と Step 4 を N-1 回繰り返す。 

   ・（要素を N 個含む）単一のクラスターができる（強クラスター化）。 

 

 注：クラスターの併合には、以下の 3 通りの組み合わせがある。 

・OTU 単体同士の併合（併合の第 1 段階は全て、この組み合わせになる） 

・OTU 単体とクラスターの併合 

・クラスター同士の併合（併合が進展していくにつれ、この組み合わせが多くなる）
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5.3.2 Lance and Williams の組合せ的な手法 

Lance and Williams（1967）はクラスター分析を行う計算機用プログラミング作成の観点から、ＡＨＣ手

法の一部に対して組合せ的な手法（combinatorial method）を提案した。これはクラスターを併合する度に

行う距離行列の更新に於いて、併合する前の距離を用いて併合後の距離を求める方法である。特筆すべ

きことは、複数の手法に対して、4 個のパラメータを持つ 1 つの更新式を使えば良いという点である。つ

まり、更新式中の 4 個のパラメータの値を変えるだけで、複数の手法に対応できることになり、効率的な

プログラミングが可能となる。以下では Nakamura & Ohsumi（1990）の表記法を用いる。また、一般化し

た併合前後のクラスター間の位置関係を図 5.1 に示す。この作成は、柳井・他（1986, p.230）を参考にし

ている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5.1 併合前後のクラスター間の位置関係 

 

クラスターܥ௜とクラスターܥ௝が併合され新しいクラスターܥ௜ ∪ ௝がつくられたと仮定する。この時、クܥ

ラスターܥ௜ ∪ ௝と第ܥ 3 のクラスターܥ௞	ሺ݇ ് ݅, ݆ሻとの距離݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ  ௞൯は、併合前の各クラスター間の距離ܥ

݀൫ܥ௜, ,௝൯ܥ ݀ሺܥ௜, ,௞ሻܥ ݀൫ܥ௝,  。௞൯ を用いて以下の式で表すことができるܥ

݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯ܥ ൌ ,௜ܥ௜݀ሺߙ ௞ሻܥ ൅ ,௝ܥ௝݀൫ߙ ௞൯ܥ ൅ ,௜ܥ൫݀ߚ ௝൯ܥ ൅ ,௜ܥห݀ሺߛ ௞ሻܥ െ ݀൫ܥ௝, ሺ݅			௞൯ห,ܥ ് ݆, ݇ ് ݅, ݆ሻ 

各パラメータ ൛ߙ௜	, ,	௝ߙ ,ߚ ൟ は、併合前の距離が併合後の距離に与える影響度合いを示していると考えらߛ
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れる。分類アルゴリズム別にパラメータの具体的な値を表 5.1に示す。表 5.1は Nakamura & Ohsumi（1990）

より抜粋したものである。この表は Sneath & Sokal（1973, p218, TABLE 5-2）に、ウォード法（Ward, 1963）

を追加したものである。ウォード法は、後になって Wishart（1969）により Lance & Williams（1967）の組

合せ的な手法に組み込まれた。 

 

表 5.1 各パラメータの値（分類アルゴリズム別） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

注 1：݊௜はクラスターܥ௜のサイズ（要素数）を表す。 

注 2：݊௧ ൌ ݊௜ ൅ ௝݊ ൅ ݊௞  

 

Lance & Williams（1967）の更新式の発展について少し触れる。Nakamura & Ohsumi（1990）は、パラメ

ータሼߛሽが最短距離法と最長距離法にしか現れないことを手掛かりに、可変法（flexible method）を改良し

た一般化可変法（generalized flexible method）を導入した。そして、Lance and Williams（1967）の更新式の

代わりに、ሼߛሽ を除く 3 個のパラメータ ൛ߙ௜	, ,	௝ߙ ൟ を使った新しい更新式を提案した。これによりパラߚ

メータ空間を 3 次元で表現することでき、その空間内に分類アルゴリズムのそれぞれの特徴を明確に位

置づけている。本研究では詳しく取り上げない。 
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5.4 単調性と強メトリック不等式 

 

AHC 手法の結果として得られた併合距離の数列に関して、その単調性を考える。クラスター併合の進

展とともに、併合距離が単調に増加するか否かという意味である。これが単調増加または単調非減少（以

降は単調性と呼ぶ）になっていることは、併合後のクラスターが併合前のクラスターを常に包含してい

る（入れ子構造になっている）ことと同等である。この場合、分類結果の解釈は簡単になる。しかし、AHC

手法の分類アルゴリズムの全てが、この単調性を保証されているわけではない。単調性とはクラスター

併合の各段階に於いて、以下の式が常に成り立っていることである。 

݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯ܥ ൒ ݀൫ܥ௜,  ௝൯ܥ

 単調性が保証されていない分類アルゴルズムでは、常にではないが以下のような奇異な結果を招くこ

とがある。この現象の発生は局所的な場合が多い。 

  ・距離の逆転（inversion または reversal） 

  ・クロスオーバー（crossover） 

距離の逆転とは、݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯ܥ ൏ ݀൫ܥ௜, ௝൯となり、ある時点の併合距離が直前の併合距離より短くなってܥ

しまうことである。またクロスオーバーとはデンドログラムの縦線と横線が交差する現象である。具体

例はセントロイド法の項で提示する。 

 

5.4.1 距離が持つ性質  

 ここでは距離が持つ性質を考える。２点ܽ, ܾ間の距離を݀ሺܽ, ܾሻと表す。距離は通常、以下の３項目の性

質を満たす。 

1．  ݀ሺݔ, ሻݕ ൒ 0  （正値性） 

                   2． ݀ሺݔ, ሻݕ ൌ 0						if	and	only	if			ݔ ൌ  （同一律）  ݕ

   3． ݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ݀ሺݕ,  ሻ  （対称律）ݔ

上記 3 項目に加え 4a の性質（三角不等式）を満たすものがメトリック距離（metric distance）と呼ばれ

る。 
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4a． ݀ሺݔ, ሻݕ ൑ ݀ሺݔ, ሻݖ ൅ ݀ሺݕ,   ሻݖ

更に４b の性質を満たすものは、相加的距離（additive distance）と呼ばれる。 

4b． ݀ሺݔ, ሻݕ ൅ ݀ሺݖ, ሻݑ ൑ max	ሼ݀ሺݔ, ሻݖ ൅ ݀ሺݕ, ,ሻݑ ݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ,  ሻሽݖ

この不等式は４点条件（four-point condition）と呼ばれるものである。3 つの合計	ሼ݀ሺݔ, ሻݕ ൅ ݀ሺݖ,  ሻሽݑ

	ሼ݀ሺݔ, ሻݖ ൅ ݀ሺݕ, ,ݔሼ݀ሺ	 ሻሽݑ ሻݑ ൅ ݀ሺݕ, ሻሽ のうち、最大のݖ 2 つは互いに等しく、残りの 1 つより小さくない

ことを意味している（Page & Holmes, 1998, p.26）。相加的距離は系統学（phylogenetics）等で使われる。 

そのうえ、更に 4c の性質を満たすものは、強メトリック距離（ultrametric distance）と呼ばれる。 

4c． ݀ሺݔ, ሻݕ ൑ max	ሼ݀ሺݔ, ,ሻݖ ݀ሺݕ,  ሻሽݖ

これらの包含関係は以下のようになっており、右にいくほど厳しい条件が課されている。 

メトリック距離 ⊃ 相加的距離 ⊃ 強メトリック距離 

最後の不等式（4c）は本研究で取り扱う AHC 手法と関係が深い。これは通常の三角不等式に制限を加

えたもので、強メトリック不等式または超距離不等式（ultrametric inequality）（Johnson, 1967）と呼ばれる。

この強メトリック不等式は、ݔとݕの間の距離݀ሺݔ, ሻが、2ݕ つの距離݀ሺݔ, ,ݕሻと݀ሺݖ ሻの大きい方を超えるこݖ

とはないという意味である。これを幾何学的に言えば、頂角が 60 度以下の鋭角二等辺三角形（図 5.2）の

形成になり、 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5.2 強メトリック不等式の説明図（二等辺三角形） 
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併合されるݔとݕの間の距離݀ሺݔ, ሻが底辺になっている。この観点から大隅・中村（1981）は、強メトリッݕ

ク不等式を二等辺三角不等式と呼んでいる。メトリック距離の代表例はユークリッド距離である。一方、

強メトリック距離は AHC 手法の 1 部のアルゴリズムで定義されるクラスター間の距離であり、本研究と

関係がある。Johnson（1967）は最短距離法と最長距離法で定義されるクラスター間の距離を強メトリッ

ク距離としているが、表 5.1 で取り上げたセントロイド法とメディアン法を除いたものは全て強メトリッ

ク距離である。強メトリック距離はデンドログラムを用いてグラフィカルに表現することができる。大

隅・他（1994, p329）には、強メトリック距離とデンドログラムの対応図が 3 種類載せられている。 

Lebart et al.,（1984, p121）は、「 強メトリック空間に於ける三角形は全て、底辺が最短の二等辺三角

形になる」ことを以下のように証明している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.4.2 単調性の判別 

 Johnson（1967）は最短距離法と最長距離法だけを対象として、単調性を満たすことから強メトリック

不等式を導出した。Milligan（1979）は、Lance and Williams（1967）の更新式のパラメータを使い、他の

分類アルゴリズムに対して、Johnson（1967）の証明を拡張した。そして、単調性を生み出す分類アルゴ

リズムは、強メトリック不等式を満たすアルゴリズムでもあると述べている。 

【証明】 

x と y が併合されてクラスターt ができると仮定する。 

したがって ݀ሺݔ, ሻݖ ൒ ݀ሺݔ, ,ݖ݀ሺ	 ሻ 且つݕ ሻݕ ൒ ݀ሺݔ,  。ሻ であるݕ

 

強メトリック不等式より 

݀ሺݖ, ሻݔ ൑ max	ሼ݀ሺݖ, ,ሻݕ ݀ሺݔ,  ሻሽݕ

݀ሺݖ, ሻݕ ൒ ݀ሺݔ,  ሻ なのでݕ

݀ሺݖ, ሻݔ ൑ ݀ሺݖ,  ሻ   (a)ݕ

別の強メトリック不等式より 

݀ሺݖ, ሻݕ ൑ max	ሼ݀ሺݖ, ,ሻݔ ݀ሺݔ,  ሻሽݕ

݀ሺݔ, ሻݖ ൒ ݀ሺݔ,  ሻ なのでݕ

݀ሺݖ, ሻݕ ൑ ݀ሺݖ,  ሻ   (b)ݔ

(a)と(b)より 

݀ሺݖ, ሻݕ ൌ ݀ሺݖ,  ሻݔ
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Milligan（1979）は Lance and Williams（1967）の更新式の ൛ߙ௜	, ,	௝ߙ ,ߚ ൟ が以下の条件の場合、分類アルߛ

ゴリズムは単調性を満たすことを示した。 

ߛ  ൒ 0		 ∨ 		 ሺߛ ൏ 0	 ∧ 	 |ߛ| ൑ ,ଵߙ  ଶሻߙ

minሺߙଵ, ଶሻߙ ൒ 0. 

௝ߙ௜൅ߙ ൅ ߚ ൒ 1. 

この条件式には複数の表示方法がある。上記は Batagelj（1981）が整理したもので、表示を改良する前の

Milligan（1979）の条件式である。この条件式を用いて表 5.1 に取り上げた分類アルゴリズムの判別を考

える。最初の条件式のሼߛሽは最短距離法と最長距離法にしか現れず、この条件を持たしている。また表 5.1

の全ての分類アルゴリズムが 2 番目の条件式を満たしている。結局、最後の式だけを用いれば良いこと

が分かる。その結果を表 5.1 の右端の列に記載する。 

 

5.4.3 補足 1 

 単調性が保証されていない分類アルゴリズムは、その使用が敬遠されがちである。しかし、この傾向に

対して、Williams et al.（1971）は、非単調性が分類性能に与える影響は本質的ではないと述べている。 

 クラスターの併合による空間の歪は、単調性と深くかかわっており、Nakamura & Ohsumi（1990）が両

者の関係を論じている。本研究では詳しく取り上げない。 

 

5.5 分類アルゴリズムの具体例 

 

 AHC 手法の分類アルゴリズムは多いが、ここでは本研究と関係が深い最短距離法、最長距離法、（重み

無し）群平均法、および比較の観点からセントロイド法を取り上げる。 

 

5.5.1 最短距離法 

 最短距離法に於けるクラスター間の距離の定義は、2 つのクラスターに含まれる要素（OTU 単体）間

の距離のうち最小の値である。Lance and Williams（1967）の一般式に、ߙ௜ ൌ 	௝ߙ ൌ
ଵ

ଶ
ߚ , ൌ ߛ ,0 ൌ െ

ଵ

ଶ
 （表
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5.1 の値）を代入すれば、最短距離法の更新式が得られる。 

݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯ܥ ൌ
1
2
݀ሺܥ௜, ௞ሻܥ ൅

1
2
݀൫ܥ௝, ௞൯ܥ െ

1
2
ห݀ሺܥ௜, ௞ሻܥ െ ݀൫ܥ௝,  ௞൯หܥ

ൌ ݀൫ܥ௝, ,௜ܥ݀ሺ			if							,	௞൯ܥ ௞ሻܥ ൒ ݀൫ܥ௝,  ;	௞൯ܥ

ൌ ݀ሺܥ௜, ,௜ܥ݀ሺ			if							,	௞ሻܥ ௞ሻܥ ൏ ݀൫ܥ௝,  .	௞൯ܥ

この結果は表現を変えれば以下のようになり、 

݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯ܥ ൌ min ቀ݀ሺܥ௜, ,௞ሻܥ ݀൫ܥ௝,  ௞൯ቁܥ

これが手法の名前の由来ともなっている。また、併合後の距離は併合前の距離行列の要素の 1 つと等し

くなることを意味している。つまり、距離行列の更新に於いて、出発時の距離行列の要素の値を変えず

に、最後まで使い切ることになる。またパラメータ ൛ߙ௜	, ,	௝ߙ ,ߚ ൟ は、単調性の条件式（不等式）を満たߛ

している。 

|ߛ| ൌ
1
2
൑
1
2

 

minሺߙଵ, ଶሻߙ ൌ
1
2
൒ 0 

௝ߙ௜൅ߙ ൅ ߚ ൌ 1 ൒ 1 

併合前後のクラスター間の位置関係（最短距離法）を図 5.3 に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5.3 併合前後のクラスター間の位置関係（最短距離法） 
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最短距離法のアルゴリズムに関してはグラフ理論（Graph Theory）を用いたアプローチが存在する。

Gower & Ross（1969）は、MST を求める複数のアルゴリズムを紹介し、以下のように述べている。 

・最短距離法の併合距離と MST の辺長が等価である。（このことは、本研究に於いて新たに提案する

AGsi-curve の基礎を成す。） 

・データセットが巨大になり、最短距離法の距離行列の計算コストが高くなり過ぎた場合には、 

MST は補助的技術（ancillary technique）として役に立つ。 

Lebart et al.,（1984, p125）は、最短距離法の階層構造と MST の関係を図を用いて説明している。 

最短距離法の特徴として連鎖効果（chain effects）と空間の凝縮（space contraction）を取り上げる。 

連鎖効果とは、相対的に大きなクラスターと OTU 単体との間で併合が頻繁に発生する現象である。1 つ

のクラスターが近傍にあるOTU単体を次々に取り込んでいき、大きなクラスターに成長する。その結果、

大きさの近い複数のクラスターが形成されにくい。これはデータマイニングでは欠点とされるが、分野

が異なれば長所となる場合がある。本研究に於いては、この特徴（連鎖効果）を積極的に活用していると

も言える。連鎖効果はデンドログラムより、MST の方が分かり易い。Zahn（1971）には、様々な広がり

を見せる点群に対して、MST が奇異な図形を描く様子が多く示されている。 

空間の凝縮とは、クラスター併合の進展とともに空間が凝縮していくように見える現象である。これは

単調性と深くかかわっており、Nakamura & Ohsumi（1990）が両者の関係を論じている。本研究では詳し

く取り上げない。 

 

5.5.2 最長距離法 

最長距離法に於けるクラスター間の距離の定義は、2 つのクラスターに含まれる要素（OTU 単体）間

の距離のうち最大の値である。Lance and Williams（1967）の一般式に、ߙ௜ ൌ 	௝ߙ ൌ
ଵ

ଶ
ߚ , ൌ ߛ ,0 ൌ

ଵ

ଶ
 （表 5.1

の値）を代入すれば、最長距離法の更新式が得られる。 

݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯ܥ ൌ
1
2
݀ሺܥ௜, ௞ሻܥ ൅

1
2
݀൫ܥ௝, ௞൯ܥ ൅

1
2
ห݀ሺܥ௜, ௞ሻܥ െ ݀൫ܥ௝,  ௞൯หܥ

ൌ ݀ሺܥ௜, ,௜ܥ݀ሺ							௞ሻ,ܥ ௞ሻܥ ൒ ݀൫ܥ௝,  ;௞൯ܥ
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ൌ ݀൫ܥ௝, ,௜ܥ݀ሺ							௞൯,ܥ ௞ሻܥ ൏ ݀൫ܥ௝,  .௞൯ܥ

この結果は表現を変えれば以下のようになり、 

݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯ܥ ൌ max ቀ݀ሺܥ௜, ,௞ሻܥ ݀൫ܥ௝,  ௞൯ቁܥ

これが手法の名前の由来ともなっている。また距離݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯は、併合後のܥ 3 クラスターを囲む、最小

の（超）球面の直径となる。最短距離法の場合と同様に、併合後の距離は併合前の距離行列の要素の 1 つ

と等しくなる。つまり、出発時の距離行列の要素の値を変えずに、最後まで使い切ることになる。また最

長距離法のパラメータ൛ߙ௜	, ,	௝ߙ ,ߚ  。ൟは、単調性の条件式（不等式）を満たしているߛ

|ߛ| ൌ
1
2
൑
1
2

 

minሺߙଵ, ଶሻߙ ൌ
1
2
൒ 0 

௝ߙ௜൅ߙ ൅ ߚ ൌ 1 ൒ 1 

併合前後のクラスター間の位置関係（最長距離法）を図 5.4 に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5.4 併合前後のクラスター間の位置関係（最長距離法） 

 

 最長距離法のアルゴリズムに関してもグラフ理論を用いたアプローチが存在する。Baker & Hubert（1976）

はノード彩色（node colorings）を用いた方法を提案しているが、最長距離法とノード彩色の関係は、最短
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距離法と MST の関係ほど単純ではないと述べている。 

最長距離法の主な特徴は以下の 2 項目である。 

・大きさの近い複数のクラスターが形成される。 

・空間の拡大（space dilation）：これは、最短距離法とは逆に、クラスター併合の進展とともに空間が拡

大していくように見える現象である。これは単調性と深くかかわっており、Nakamura & Ohsumi（1990）

が両者の関係を論じている。本研究では詳しく取り上げない。 

 

5.5.3 （重み無し）群平均法 

 最短距離法と最長距離法は、クラスター間の距離を定義するために、クラスター内の 1 点を用いてい

る。それに対して群平均法は、一方のクラスター内の個体と、もう一方のクラスター内の個体間の全ての

距離の平均値を用いる。 

Lance and Williams（1967）の一般式に、ߙ௜ ൌ
௡೔

௡೔ା௡ೕ
௝ߙ , ൌ

௡ೕ
௡೔ା௡ೕ

ߚ , ൌ ߛ ൌ 0 （表 5.1 の値）を代入すれば、

（重み無し）群平均法の更新式が得られる。 

݀൫ܥ௜ ∪ ,௝ܥ ௞൯ܥ ൌ
݊௜

݊௜ ൅ ௝݊
݀ሺܥ௜, ௞ሻܥ ൅

௝݊

݊௜ ൅ ௝݊
݀൫ܥ௝,  ௞൯ܥ

パラメータ ൛ߙ௜	, ,	௝ߙ ,ߚ  。ൟ は、単調性の条件式（不等式）を満たしているߛ

|ߛ| ൌ 0 ൑
1
2

 

minሺߙଵ, ଶሻߙ ൒ 0 

௝ߙ௜൅ߙ ൅ ߚ ൌ 1 ൒ 1 

群平均法の適用例としては、距離を用いる場合（Everitt et al, 2011, p.71, Table 4.1）と、距離の平方（奥野・

他, 1986, p.324, 表 1）を用いる場合の 2 通りが存在する。本研究では最短距離法と最長距離法との比較を

行うため距離を用いる。最短距離法では空間は凝縮され、最長距離法では空間は拡大されたが、群平均法

では空間は保存（space conservative）される。 
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5.5.4 セントロイド法 

 本研究では、提案する AG-curve の基礎を成す AHC 手法としてセントロイド法を用いていない。その

理由は単調性が保証されていないからである。言い換えれば、セントロイド法では距離の逆転が発生す

る可能性がある。これについては、Anderberg（1973, pp.140-142）が、セントロイド法の距離の逆転現象

（Centroid reversal phenomenon）として解説している。パラメータ ൛ߙ௜	, ,	௝ߙ ,ߚ ൟ（表ߛ 5.1 の値）は、単調性

の条件式（不等式）を満たしていない。 

|ߛ| ൌ 0 ൑
1
2

 

minሺߙଵ, ଶሻߙ ൒ 0 

௝ߙ௜൅ߙ ൅ ߚ ൌ 1 െ ௜ߙ ∙ ௝ߙ ൌ 1 െ
݊௜ ௝݊

൫݊௜ ൅ ௝݊൯
ଶ ൏ 1 

最短距離法・最長距離法・群平均法はクラスター間の距離として点間の距離を用いている。これに対し

てセントロイド法のクラスター間の距離は、その名前が示すように重心間の距離の平方である。以下で

は簡単な例を用いて距離の逆転が発生する条件を示す。第 1 回目のクラスター化に於いては、セントロ

イド法といえども、2 点間の距離（の平方）が基準となることに注意する。説明図の作成は Legendre & 

Legendre（1998, pp.341-343）を参考にしている。 

2 変量（2 次元）の 3 つの OTU である P・Q・R が未分類の状態（弱クラスター化）で存在し、それら

に対する第 1 回目と第 2 回目の併合を考える。ここでは第 1 回目の併合が P と Q の間で発生することを

仮定する。 

OTU 単体 ： Pሺെ0.5	,			0.0ሻ		, Qሺ0.5	,			0.0ሻ		, Rሺ0.0	,			ݕሻ 

3 点 P・Q・R の位置関係を図 5.5 に示す。左図が距離の逆転現象が発生する場合で、右図が発生しない

場合を表している。 

第 1 回目の併合が P と Q の間で発生するためには 

ݕ ൐ √3	 2⁄ ଶݕ ）    ൐ 3	 4⁄  ) 

である必要がある。このとき、{ P , Q } の併合距離は ݀ଶሺP, Qሻ ൌ 1 で、併合後の重心位置は CPQ となる。 

第 2 回目の併合は{ P , Q }と R の間で発生するので、その併合距離は ݀ଶ൫C୔୕, R൯ ൌ  。ଶ であるݕ

距離の逆転現象とは ݀ଶ൫C୔୕, R൯ ൏ ݀ଶሺP, Qሻ なので、 
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ሺ		3	 4⁄ ൏		ሻ		ݕଶ ൏ 1 

となる。したがって、この事例では 

൫	√3	 2⁄ ൏		൯		ݕ ൏ 1 

のときに、距離の逆転が発生し、 

ݕ	 ൒ 1 

では、距離の逆転は発生しない。 

   

 

 

 

 

 

 

 

図 5.5 距離の逆転現象（左が発生し、右は発生しない。） 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5.6 デンドログラム（セントロイド法） 
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具体例として、ݕ ൌ 0.9 と ݕ ൌ 1.1 の場合のデンドログラムを作成し図 5.6 に示す。左図が ݕ ൌ 0.9 の

場合で、距離の逆転現象により、デンドログラムに交差（crossover）が発生している。 

 

5.5.5 補足 2 

 5.3 節で取り上げた AHC 手法のうち、最短距離法・最長距離法・群平均法は、全ての非類似度（距離）

および類似度に関して用いることができるが、他の手法はユークリッド距離以外を用いることはできな

い点に注意が必要である（ 柳井・他, 1986, p.233 ）。 

 

5.6 AHC 手法と空間点パターンとの関連性 

 

 Sneath（1966）は最短距離法・最長距離法・群平均法の分類アルゴリズムを比較している。使ったデー

タは 2 次元の点パターンで、正方形内に一様ランダム（randomly-spaced）に 20 点を配置したものである。

Sneath（1966）の内容には空間統計学への直接的な貢献はなく、2 変量のデータを使って純粋にアルゴリ

ズムの比較を行う研究であったと考えられる。2 次元の点パターンを使ったのはクラスター分析の結果を

視覚的に表現するのに都合が良いからである。また、Sneath & Sokal（1973, pp.220,224,225,236-239）は Sneath

（1966）の内容を他の AHC 手法に拡張している。 

本研究で提案する AG-curve は、AHC 手法を空間点パターンの分類へ応用するものである。Sneath（1966）

および Sneath & Sokal（1973, pp.220,224,225,236-239）は、クラスターの併合に対応して、2 次元マップ上

の点群が順次リンクされていく様子を示している。これは本研究を進めていく上で参考になる。 
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第Ⅲ部 

 

本研究で提案する空間点パターンのグラフィカルな分類方法 
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第 6 章 AG-curve（AGglomerative-curve）を用いた空間点パターンの分類 

 

6.0 はじめに 

   第 6 章の内容は Takai, Tamura & Motoyama（2017）に基づいている。提案する方法の定義・空間点

パターンの分類への応用などを述べたのち、最後に数理的背景に触れる。 

 

6.1 凝集型階層的クラスター分析の応用 

 

Takai, Tamura & Motoyama（2017）は、凝集型階層的クラスター分析（Agglomerative Hierarchical Cluster 

Algorithm）の結果を利用した、空間点パターンのグラフィカルな分類方法を提案した。第 5 章と同様

に凝集型階層的クラスター分析を AHC 手法と呼ぶ。AHC 手法の結果はデンドログラム（dendrogram）

と呼ばれる 2 次元のグラフに表示することができる。提案する方法の名称は AG-curve（AGglomerative-

curve）であり、このデンドログラムが持つ情報を利用するものである。第 5 章で示したように AHC 手

法には様々なアルゴリズムがあり、AG-curve もそれらに対応している。例えば、AGsi-curve、AGco-curve、

AGav-curve、等である。これらは順番に、最短距離法（single-linkage）を利用した AG-curve、最長距離

法（complete-linkage）を利用した AG-curve、群平均法（average-linkage）を利用した AG-curve を意味し

ている。 

 

6.1.1 AG-curve の定義 

AHC 手法に於いて、ሺ݊ െ ݇ሻ番目の併合時のクラスター間の距離を、݇個のクラスター間で計算される

強メトリック距離（ultrametric distance）（Johnson, 1967）（大隅・他, 1994）の最大値 

݄ሺ݇ሻ									ሺ݇ ൌ 1,2, … , ݊ െ 1ሻ			 

として定義する。ここで݊は領域内の点数を表す。݄ሺ݇ሻは最初の併合時（݇ ൌ ݊ െ 1）に最小となり、最後

の併合時（݇ ൌ 1）に最大となる。したがって、݄ሺ݇ሻは単調減少し以下のように表すことができる。 

݄ሺ݊ െ 1ሻ ൏ ݄ሺ݊ െ 2ሻ ൏ ⋯ ൏ ݄ሺ݇ሻ ൏ ⋯ ൏ ݄ሺ2ሻ ൏ ݄ሺ1ሻ 
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ここで、点群ሺ݇, ݄ሺ݇ሻሻ, ݇ ൌ 1, 2, … , ݊ െ 1 を直線で補完したグラフを AG-curve と定義する。すなわち AG-

curve は AHC 手法の併合距離とクラスター数の間の関係を示している。 

第 5 章で AHC 手法の併合距離は併合の推移とともに単調増加すると述べた。しかし、併合が進んで行

けばクラスター数は減少するので、クラスター数を基準に考える݄ሺ݇ሻは単調減少することになる。この単

調性は AHC手法の全てのアルゴリズムで保証されているわけではないことに注意が必要である（5.4節）。 

 

6.1.2 AG-curve の作図手順 

 AG-curve の作図手順を整理して以下に示す。本研究では AHC 手法の非類似度としてユークリッド距

離を用いる。空間点パターンの分類を行う上では自然な選択である。 

 

 

 

 

 

 

 

6.1.3 AG-curve の簡単な作図例 

単位正方形内に 10 点を一様ランダムに配置した点パターンに対して、AGsi-curve（AHC 手法：最短距

離法）を適用した結果である。点パターンを図 6.1 に、そのデンドログラムを図 6.2 に示す。なお点パタ

ーンには、クラスター分析による分類結果を楕円で表示した。また、点間をリンクしている直線は後で登

場する MST である。デンドログラムからクラスター数݇と併合距離݄ሺ݇ሻを読み取り、点群ሺ݇, ݄ሺ݇ሻሻをプ

ロットしたものが図 6.3 である。 

 

 

 

AG-curve の作図手順（まとめ） 

Step 1：領域内の点に対する距離行列を計算する。 

 Step 2：Step 1 の距離行列に対して AHC 手法を適用する。 

 Step 3：各段階の併合距離݄ሺ݇ሻを求める。 

Step 4：Step 3 に対応したクラスター数݇を求める。 

Step 5：݇を横軸に݄ሺ݇ሻを縦軸にして点群ሺ݇, ݄ሺ݇ሻሻをプロットし直線で補完する。 

注：AHC 手法の手順は第 5 章で説明済みである。 
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      図 6.1 点パターン 

図 6.2 デンドログラム 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6.3 AGsi-curve 

 

6.2 空間点パターンの分類への応用 

 

 第 2 章で示したように空間点パターンは大きく、ランダム型点配置・規則型点配置・集中型（凝集型）

点配置の 3 種類に分類される。本研究ではグラフィカルな方法である AG-curve を用いて、観測された点
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パターンを 3 種類のどれか 1 つに分類する。AG-curve を適用するのは第 2 章で紹介した以下の 3 データ

である。 

・Japanese black pine saplings ⇒ ランダム型点配置 

・Biological cells ⇒ 規則型点配置 

・Redwood seedlings ⇒ 集中型（凝集型）点配置 

これらは先行研究（Diggle, 1983, pp.1-2）により分類先が明らかにされている。 

ここでは、以下に示す 3 種類の AG-curve を用いて空間点パターンを分類し、その結果を比較する。（ ）

内は対応する AHC 手法の名称である。最終的に最短距離法を利用した AGsi-curve の分類感度が 3 つの中

で一番良好であることを示す。 

    ・AGsi-curve（AHC 手法：最短距離法） 

    ・AGav-curve（AHC 手法：群平均法） 

・AGco-curve（AHC 手法：最長距離法） 

 

6.2.1 AG-curve を用いた空間点パターンの分類方法 

観測された点配置を AG-curve を用いて分類する手順を以下にまとめて示す。 

 

 

 

 

 

 

 

また AG-curve を用いた空間点パターンの分類規準を以下にまとめて示す。 

 

 

AG-curve を用いた空間点パターンの分類手順 

Step 1：乱数を用いて領域内に CSR 点過程に従う 個の点を 回発生させる。 

Step 2：Step 1 で得られた 個の点配置に対して AG-curve を計算する。 

Step 3：Step 2 で得られた 本の AG-curve のエンベロープ（envelope）を描く。 

Step 4：観測された（分類対象の）点配置に対する AG-curve を計算する。 

Step 5：Step 4 で得られた AG-curve を Step 3 のエンベロープの上に描く。 

Step 6：観測された AG-curve と CSR 点過程に従うエンベロープを比較する。 

Step 7：下記に示す規準に従い、観測された点配置を分類する。 
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6.2.2 AG-curve を用いた空間点パターンの分類結果 

CSR 点過程に対応するエンベロープの作成は全て݉ ൌ 100 回で行った。AGsi-curve の結果を図 6.4 に、

AGav-curve の結果を図 6.5 に、AGco-curve の結果を図 6.6 に示す。これら 3 種類の AG-curve による分類

結果は、全て先行研究（Diggle, 1983, pp.1-2）と一致する。一方、分類感度を比較するため 3 種類の AG-

curve が CSR 点過程のエンベロープから逸脱する程度を観察する。規則型の点パターン（Biological cells）

の場合、AGsi-curve（図 6.4 の中右）はグラフの左端と右端の部分でエンベロープからの逸脱が観察され

る。一方、AGav-curve（図 6.5 の中右）と AGco-curve（図 6.6 の中右）の逸脱は右端の部分だけに観察さ

れる。また集中型（凝集型）の点パターン（Redwood seedlings）の場合、AGsi-curve（図 6.4 の右下）は

グラフの中央と左側の部分でエンベロープからの逸脱が観察される。一方、AGav-curve（図 6.5 の右下）

と AGco-curve（図 6.6 の右下）の逸脱は中央部分だけに観察される。これらの結果は AGsi-curve の分類

感度が一番高いことを示している。なお、3 種類の AG-curve のグラフは縦軸のスケールが異なるので、

図中に縦方向の矢印（ ↕ ）を用いて 0.10 の幅を表示した。 

 分類感度の高さを比較すると、 

AGsi-curve ൐ AGav-curve ൐ AGco-curve 

となる。 

以降では AGsi-curve に的を絞って集中的に議論する。 

 

 

 

AG-curve を用いた空間点パターンの分類規準 

Case 1：観測された AG-curve がエンベロープ内に完全に収まる場合。 

     ⇒ 観測された点配置をランダム型に分類する。 

Case 2：観測された AG-curve がエンベロープからはみ出して水平線に近づく場合。 

     ⇒ 観測された点配置を規則型に分類する。 

 Case 3：観測された AG-curve がエンベロープからはみ出して L（エル）字型に近づく場合。 

      ⇒ 観測された点配置を集中型(凝集型)に分類する。 
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図6.4 AGsi-curveによる空間点パターンの分類 
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図6.5 AGav-curveによる空間点パターンの分類 
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図 6.6 AGco-curveによる空間点パターンの分類 
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6.3 AGsi-curve と既存のグラフィカルな手法との比較 

 

 4.3 節に於いて、G 関数と K 関数の問題点を示した。これらを AGsi-curve が、どのくらい改善している

のかを具体的な数値例（点パターン）を用いて示す。 

 

6.3.1 G 関数との比較 

 AGsi-curve と G 関数を比較するため、以下のように人工的な 2 次元の点パターンを用意する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

また AGsi-curve とＧ関数を比較するため、2 種類の最近隣点間距離DbbሺܤሻとDwbሺܤሻを以下のように定義

する。Dbbሺܤሻは隣接するブロック間の最近隣点間距離（point-to-point nearest-neighbor distance between 

blocks）を、Dwbሺܤሻは同一ブロック内の最近隣点間距離（point-to-point nearest-neighbor distance within blocks）

を意味する。 

Dbbሺܤሻ ൌ min
ܤ∋݌

݆݀ܽܤ∋ݍ

∥ ݌ െ ݍ ∥, 

ここで点݌はブロックܤに属し、点ݍはܤに隣接するブロックܤ௔ௗ௝に属する。また、∥		∥はユークリッド距離

を表す。 

Dwbሺܤሻ ൌ min
ܤ∋ݍ,݌
ݍ്݌

∥ ݌ െ ݍ ∥, 

人工的な点パターンの作成 

・݈ ൈ ݈個の正方形の小ブロックをܤଵ, ,ଶܤ … ,  。௟ൈ௟と表すܤ

・これらの小ブロックに含まれる点の数を ଵܰ, ଶܰ, … , ௟ܰൈ௟とする。 

・各ブロックは２個以上の点を含むと仮定する。 

ଵܰ, ଶܰ, … , ௟ܰൈ௟ ൒ 2 

ただし、これらは同じ個数である必要はない。 

・これらの小ブロックを縦に݈個、横に݈個並べることによって、 

大きな正方形を構成する。 

・このようにすると、小ブロックの配置を変えることにより、 

大きな正方形の領域内に異なる人工的な点パターンを 

数多く発生させることができる。 

（以下では小ブロックを単にブロックと表記する） 
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ここで点݌と点ݍは同一ブロックに属する異なる点である。また、∥		∥はユークリッド距離を表す。 

 ここからは、これまでの準備を利用して、G 関数の問題点を明らかにするために次の状況を考える。 

Dbbሺܤሻ ൐ 	Dwbሺܤሻ 

この状況下では、大きな正方形内に於ける最近隣点同士のリンクは、同一ブロック内の２点間でしか発

生しない（隣接するブロック間でリンクは発生しない）。これはブロックの配置（回転も含める）に依存

しないので、最近隣点間距離は不変である。 

ここで、大きな正方形内の点パターンに対する G 関数と AGsi-curve を考える。G 関数は第 1 近隣木の

辺長の経験分布関数であった（4.1.1 節）。第 1 近隣木の辺長とは各点からみた最近隣点までの距離のこと

である。つまり、ブロックの配置を変えて様々な点パターンを発生させても、Dbbሺܤሻ ൐ 	Dwbሺܤሻである

限り G 関数は不変である。一方、AGsi-curve は AHC 手法の１つである最短距離法（5.5.1 節）を利用し

ている。最短距離法は MST の辺長を併合距離として用いるので、AGsi-curve は領域内の全ての点をリン

クすることができる。つまり、たとえDbbሺܤሻ ൐ 	Dwbሺܤሻであったとしても、ブロックの配置を変えた様々

な点パターンに対して異なる形状を示す。 

 次の事例に進む前に、これまでの説明を可視化する。Dbbሺܤሻ ൐ 	Dwbሺܤሻ という条件下で、点間に発生

する第 1 近隣木と MST のリンクを簡単な図形を用いて比較する。内部に 3 点を配置させた2 ൈ 2個の正

方形の小ブロックܤଵ, ,ଶܤ ,ଷܤ ସを用意する。これらを組み合わせてܤ 2 種類の大きな正方形を作成し、点パ

ターン SPP1, SPP2 とする。2 種類の点パターンに対する第 1 近隣木を図 6.7 に、MST を図 6.8 に示す。 

図 6.7 と図 6.8 を比較したときに、見かけ上の大きな違いは、第 1 近隣木が全点をリンクしないのに対

して、MST が全点をリンクすることである。さらに辺長（点間距離）のばらつきを、第 1 近隣木と MST

で比較すると以下のようになる。なお、第 1 近隣木で両側に矢印のある辺は 2 本が重なっている。また、

第 1 近隣木の辺数は点数と同じだが、MST の辺数は点数より 1 少ない。 

 ・SPP1 の第 1 近隣木：0.10×8 本、0.15×4 本 

 ・SPP2 の第 1 近隣木：0.10×8 本、0.15×4 本 

・SPP1 の MST：     0.10×4 本、0.15×4 本、0.35×1 本、0.40×2 本 

 ・SPP2 の MST：     0.10×4 本、0.15×4 本、0.35×3 本 



98 
 

第 1 近隣木では SPP1 と SPP2 の辺長のばらつきは同じであるが、MST では SPP1 と SPP2 の辺長のばら

つきは異なっている。言い換えれば、第 1 近隣木は辺長のばらつきを用いて SPP1 と SPP2 を区別するこ

とはできないが、MST は辺長のばらつきを用いて SPP1 と SPP2 を区別することができることになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6.7 第１近隣木（左：SPP1、右：SPP2） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6.8 MST（左：SPP1、右：SPP2） 
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これまでに G 関数には区別できない点パターンが存在することが明らかになった。これを具体的な数

値例で示す。݈ ൌ 4として 16 個のブロックを考える。12 個のブロック（ܤଵ, ,ଶܤ … , ଵଶ）はܤ 2 個の点を含み、

4 個のブロック（ܤଵଷ, ,ଵସܤ ,ଵହܤ ଵ଺）はܤ 19 個の点を含むとする。また、これらは条件Dbbሺܤሻ ൐ 	Dwbሺܤሻを

満たしているものとする。これら 16 個のブロックの配置を変えて 2 つの点パターン SPP1（図 6.9）と

SPP2（図 6.10）をつくる。ここでは分かり易さを優先し回転は考えない。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            図 6.9 SPP1                                  図 6.10 SPP2 

 

SPP1 と SPP2 に対する G 関数と AGsi-curve を求める。図 6.12 は G 関数の結果だが、SPP1 と SPP2 は全

く同じ形状になっている。一方、図 6.11 に示す AGsi-curve の結果は SPP1 と SPP2 が異なった形状を示し

ている。G 関数では SPP1 と SPP2 を区別できないが、AGsi-curve を用いれば、SPP1 と SPP2 を区別でき

ることが示された。 
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             図 6.11 AGsi-curve                           図 6.12 G 関数 Ghat(r) 

 

6.3.2 K 関数との比較 

K 関数の問題点の 1 つとして、強度 ߣ が大きくなるにつれて、規則型の点配置とランダム型の点配置

の区別が曖昧になると述べた（4.3.2 節）。この観点で AGsi-curve と K 関数を比較するため、第 2 章にお

いて説明した人工的な 2 次元の点過程を 2 種類用いる。1 つは規則型の代表として SSI 点過程を、もう１

つはランダム型の代表として CSR 点過程である。 

単位正方形内に CSR 点過程に従う個数 ߣ）200 ൌ 200）の点配置を 100 回発生（݉ ൌ 100）させ、これ

らに対応する AGsi-curve とܭ෡ሺݎሻ の 100 本分のエンベロープを作図する。次に禁止半径ݎ ൌ 0.0375の SSI

点過程に従う個数 ߣ）200 ൌ 200）の点配置を 1 回発生させ、これに対応する AGsi-curve とܭ෡ሺݎሻを求める。

それぞれの CSR 点過程に対応するエンベロープの上に、CSR 点過程の AGsi-curve とܭ෡ሺݎሻを重ね描きす

る。禁止半径ݎ ൌ 0.0375の SSI 点過程に従う個数 ߣ）200 ൌ 200）の点配置を図 6.13 に示す。 
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図 6.13 SSI 点過程に従う点配置（強度ߣ ൌ 200、禁止半径ݎ ൌ 0.0375） 

 

ሻの結果を図ݎ෡ሺܭ 6.14 に、AGsi-curve の結果を図 6.15 に示す。なお、両者の比較を正しく行うため、ܭ෡ሺݎሻ

の横軸の変域と AGsi-curve の縦軸の変域は[0.00,  0.15]に合わせている。ܭ෡ሺݎሻの場合はݎ ൌ 0.0375の近傍

で CSR のエンベロープからの逸脱が見られるが、すぐにエンベロープに吸収されてしまう。一方、AGsi-

curve の場合は、左端と右端で CSR のエンベロープからの逸脱が見られる。エンベロープからの逸脱は

AGsi-curve の方が分かり易い。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            図 6.14 Khat(r)                              図 6.15 AGsi-curve 
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6.3.3 境界効果に対するロバスト性（K 関数および G 関数との比較） 

K 関数のもう１つの問題点として、（提案時から境界補正を含んでいることからも、）境界効果に対し

て極めて敏感であると述べた（4.3.2 節）。また、境界効果は領域内の点数が少ない場合と、領域の形状が

細長い多角形の場合に顕著になると述べた（4.2.1.1 節）。ここでは領域の形状の違いを利用して、境界効

果に対するロバスト性を調べることにする。参考のため、比較対象に G 関数も加える。Ripley（1976）の

境界補正は、観測領域の外側も、内側と同じように点が分布していることが前提になっている。したがっ

て、境界効果に対してはロバストであることが望ましい。 

領域の形状として 2 種類の図形を用意する。１つは面積が１で縦横比が 1：4 の長方形、もう１つは単

位正方形である。これら 2 つの領域内に、CSR 点過程に従う個数 ߣ）100 ൌ 100）の点パターンを 100 回

発生（݉ ൌ 100）させ、2 つの形状に対応する境界補正無しのエンベロープを作成する。K 関数に関して

は、比較のため境界補正有りのエンベロープを追加する。境界補正無しのエンベロープが長方形と正方

形で一致すれば、境界効果に対してロバストであるという結論が得られる。正方形の領域を図 6.16 に、

長方形の領域を図 6.17 に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

            図 6.16 単位正方形        図 6.17 縦横比 1:4 の長方形（面積は 1） 

 

長方形と正方形のエンベロープを比較するため、両者を重ね描きする。K 関数の境界補正無しを図 6.18

に、追加した境界補正有りを図 6.19 に示す。また境界補正無しの G 関数を図 6.20 に、境界補正無しの
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AGsi-curve を図 6.21 に示す。K 関数の境界補正無しは、長方形と正方形のエンベロープと期待値に明ら

かな差が見える。また長方形のエンベロープと期待値は、正方形に対して下方への偏りが発生している。

これらの差は境界補正をすると、（当然のことだが）殆んど解消される。一方、G 関数と AGsi-curve に於

ける長方形と正方形の差は、エンベロープ・期待値ともに小さい。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         図 6.18 境界補正無しの Khat(r)                  図 6.19 境界補正有りの Khat(r) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         図 6.20 境界補正無しの G 関数 Ghat(r)           図 6.21 境界補正無しの AGsi-curve 
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6.4 AGsi-curve と MST の関係 

 

 5.4.1 節に於いて、最短距離法の併合距離と MST の辺長が等価であることを述べた（Gower & Ross, 1969）。

また、6.2 節に於いて、AGsi-curve は最短距離法のデンドログラムが持つ情報を利用していることを述べ

た。ここでは、AGsi-curve が MST の辺長の経験分布関数ܨ௡ሺݔሻと等価であることを示す。併せて、両者の

関係を確認するための簡単な数値例を示す。 

 

6.4.1 AGsi-curve と MST の辺長の経験分布関数ܨ௡ሺݔሻとの関係 

 領域内に݊点が配置された事例を考える。これらの点を連結した MST の辺長ܦሺ݇ሻを大きさの順に並べ

ると以下のようになる。 

ሺ1ሻܦ ൏ ሺ2ሻܦ ൏ ⋯ ൏ ሺ݇ሻܦ ൏ ⋯ ൏ ሺ݊ܦ െ 2ሻ ൏ ሺ݊ܦ െ 1ሻ 

一方、これらの点から求めた AGsi-curve の݄ሺ݇ሻを大きさの順に並べると以下のようになる。 

݄ሺ݊ െ 1ሻ ൏ ݄ሺ݊ െ 2ሻ ൏ ⋯ ൏ ݄ሺ݇ሻ ൏ ⋯ ൏ ݄ሺ2ሻ ൏ ݄ሺ1ሻ 

Gower & Ross（1969）は両者の関係を以下のように示している。 

݄ሺ݇ሻ ൌ ሺ݊ܦ െ ݇ሻ									݇ ൌ 1,2, …	, ݊ െ 1 

したがって、݄ሺ݇ሻと MST の辺長は単調に 1 対 1 の対応をしている。ただし逆順である。 

 直線で補完する前の AGsi-curve の点群の座標を以下のように表す。 

൛൫1, ݄ሺ1ሻ൯, ൫2, ݄ሺ2ሻ൯,… , ൫݇, ݄ሺ݇ሻ൯,… , ൫݊ െ 2, ݄ሺ݊ െ 2ሻ൯, ൫݊ െ 1, ݄ሺ݊ െ 1ሻ൯ൟ 

MST の辺長の経験分布関数ܨ௡ሺݔሻは、これらの座標を用いて以下のように構成される。 
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,ሻが、ሼ݄ሺ1ሻݔ௡ሺܨ ݄ሺ2ሻ,… , ݄ሺ݇ሻ,… , ݄ሺ݊ െ 2ሻ, ݄ሺ݊ െ 1ሻሽ の経験分布関数であることは明らかである。 

 逆に、ܨ௡ሺݔሻが与えられているとき、その逆関数を以下のように定義する。 

ሻݑ௡ିଵሺܨ ൌ ݂݅݊ሼݔ ∶ ሻݔ௡ሺܨ ൒ 0																ሽݑ ൑ ݑ ൑ 1, 

この逆関数を用いて、ሼ݄ሺ1ሻ, ݄ሺ2ሻ,… , ݄ሺ݇ሻ,… , ݄ሺ݊ െ 2ሻ, ݄ሺ݊ െ 1ሻሽは以下のように計算することができる。 

 

 

 

 

 

 

上記の結果から、点列 ൛൫1, ݄ሺ1ሻ൯, ൫2, ݄ሺ2ሻ൯,… , ൫݇, ݄ሺ݇ሻ൯,… , ൫݊ െ 2, ݄ሺ݊ െ 2ሻ൯, ൫݊ െ 1, ݄ሺ݊ െ 1ሻ൯ൟ を求める

ことができ、これらの点列を順番に繋いでいけば、AGsi-curve が得られる。 

 

6.4.2 AGsi-curve と MST の関係を確認するための簡単な数値例 

 単位正方形内に一様ランダムに 10 点を配置した点パターンを考える。この数値例に対して MST の辺

長の経験分布関数と、AGsi-curve を求め比較する。点パターンに対する MST の辺長を図 6.22 に、MST の

辺長の経験分布関数を図 6.23 に、AGsi-curve を図 6.24 に示す。MST の辺長の経験分布関数がジャンプす
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る位置の横軸の値と、AGsi-curve が折れ曲がる位置の縦軸の値（最短距離法の各併合距離）が、それぞれ

MST の各辺長と一致することが確認できる。MST の辺長の経験分布関数と AGsi-curve を比較するには、

どちらかを 90 度回転すれば良いことが分かる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6.22 点パターンに対する MST の辺長 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    図 6.23  MST の辺長の経験分布関数              図 6.24 AGsi-curve 
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6.5 更に踏み込んだ比較 

 

 6.3 節で行った既存のグラフィカルな手法との比較は、Takai, Tamura & Motoyama（2017）に基づいてい

る。ここでは、これまでとは異なる点パターンを用いて、AGsi-curve と既存のグラフィカルな手法との比

較を行う。  

 

6.5.1 集中型（凝集型）点配置の分類能力（親子点過程を用いた比較） 

 親子点過程の 1 つである Matérn Cluster 点過程を用いて単位正方形内に 3 種類の点パターンを発生さ

せる。領域内の点数は確率変動するので、複数回の試行により点数を 100 に揃える。これらを用いて AGsi-

curve と既存のグラフィカルな手法を比較する。 

・Case 1 … クラスター数：3 ，݊ ൌ 100 

・Case 2 … クラスター数：4 ，݊ ൌ 100 

・Case 3 … クラスター数：5 ，݊ ൌ 100 

結果を図 6.25(A)と図 6.25(B)に示す。図 6.25(A)の第 1 列が用いた点パターン（Case 1, Case 2, Case 3）

を、第 2 列が点パターンに対応する AGsi-curve を示す。また図 6.25(B)の第 1 列が点パターンに対応する

G 関数を、第 2 列が K 関数を示す。どの手法もクラスター数を増やすにしたがい、ランダム型に近づい

ていく。分類感度は K 関数が抜きん出て高い。一方、AGsi-curve と G 関数を用いても十分に分類できる。 

分類感度の高さを比較すると、 

K 関数 ൐ AGsi-curve ൐ G 関数 

となる。 

 参考として、AGsi-curve の基になった MST と Dendrogram を図 6.26 に示す。Dendrogram の適切な位置

に水平線を引くことによりクラスター数が分かる。 
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図 6.25(A) 集中型（凝集型）点配置の分類能力（左：点配置、右：AGsi-curve） 
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図 6.25(B) 集中型（凝集型）点配置の分類能力（左：G 関数、右：K 関数） 
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図 6.26 AGsi-curve の基になった MST（左）と Dendrogram（右） 
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6.5.2 規則型点配置の分類能力（SSI 点過程を用いた比較） 

 SSI 点過程を用いて規則型の点パターンを発生させる。SSI 点過程の場合、強度ߣを固定し、禁止半径

(radius of inhibition)を小さくしていくと点パターンはランダム型に近づいていく。単位正方形内に発生さ

せた以下の 3 種類の点パターンを用いて AGsi-curve と既存のグラフィカルな手法を比較する。 

・Case 1 … 禁止半径：0.075，ߣ ൌ 100 

・Case 2 … 禁止半径：0.050，ߣ ൌ 100 

・Case 3 … 禁止半径：0.025，ߣ ൌ 100 

結果を図 6.27(A)と図 6.27(B)に示す。図 6.27(A)の第 1 列が用いた点パターン（Case 1, Case 2, Case 3）

を、第 2 列が点パターンに対応する AGsi-curve を示す。また図 6.27(B)の第 1 列が点パターンに対応する

G 関数を、第 2 列が K 関数を示す。どの手法も禁止半径を小さくするにしたがい、ランダム型に近づい

ていく。K 関数は Case 3 の場合をランダム型と分類してしまう。一方、AGsi-curve と G 関数は、かろう

じて規則型の痕跡を残している。 

分類感度の高さを比較すると、 

AGsi-curve ൐ G 関数 ൐ K 関数 

となる。 

 参考として、AGsi-curve の基になった MST と Dendrogram を図 6.28 に示す。禁止半径が 0.075 の場合、

MST の辺長は揃っているが、禁止半径が小さくなるにつれて MST の辺長はばらつくようになる。これと

等価な現象が Dendrogram にも表れる。禁止半径が 0.075 の場合、Dendrogram の分岐位置は横並びだが、

禁止半径が小さくなるにつれて分岐位置は上下にばらつくようになる。 
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図 6.27(A) 規則型点配置の分類能力（左：点配置、右：AGsi-curve） 



113 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6.27(B) 規則型点配置の分類能力（左：G関数、右：K関数） 



114 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6.28 AGsi-curveの基になったMST（左）と Dendrogram（右） 



115 
 

6.6 【補足】MST を空間点パターンの分類へ応用する 

 

 ሻの提案ݎሺߤ関数ߤ	 6.6.1

 AGsi-curve が MST の辺長の経験分布関数と等価であることを示した。したがって AGsi-curve を空間点

パターンの分類に用いることができるのなら、MST の辺長の経験分布関数も空間点パターンの分類に用

いることができる。これをߤ関数ߤሺݎሻと呼ぶことにする。MST の辺長が従う確率分布を解析的に求めるこ

とはできないが、MST の探索アルゴリズムは非常に多く提案されている（Kruskal, 1956 など）。 

 MST の辺長の経験分布関数は以下のように定義される。これを用いて観測データから̂ߤሺݎሻを推定する

ことができる。等号に挟まれた表記は Diggle（1983, p.16）の G 関数の表記を踏襲したものである。 

ሻݎሺߤ̂ ൌ ሺ݊ െ 1ሻെ1#ሺ݅ߜ ൑ ሻݎ ൌ ሺ݊ െ 1ሻെ1 ෍ 1
ݎ൑݅ߜ

 

ここで、݊は領域内の点数、ߜ௜は MST の辺長、#は個数の意味である。ただし、領域内の点数が݊であっ

た場合の MST の辺数はሺ݊ െ 1ሻであることに注意する。 

一方、̂ߤሺݎሻは AGsi-curve の計算過程からも求めることができる。  

ሻݎሺߤ̂ ൌ ሺ݊ െ 1ሻെ1#ሺ݄݅ ൑ ሻݎ ൌ ሺ݊ െ 1ሻെ1 ෍ 1
݄݅൑ݎ

 

ここで、݊は領域内の点数、݄௜は݅番目のクラスター併合時の距離、#は個数の意味である。 

観測された空間点パターンを、̂ߤሺݎሻを用いて分類する手順を以下にまとめて示す。 

 

 

 

 

 

 

 

また̂ߤሺݎሻを用いた空間点パターンの分類規準を以下にまとめて示す。 

 

 ሻを用いた空間点パターンの分類手順ݎሺߤ̂

Step 1：乱数を用いて領域内に CSR 点過程に従う݊個の点を݉回発生させる。 

Step 2：Step 1 で得られた݉個の点配置に対して̂ߤሺݎሻを計算する。 

Step 3：Step 2 で得られた݉本の̂ߤሺݎሻのエンベロープ（envelope）を描く。 

Step 4：観測された（分類対象の）点配置に対する̂ߤሺݎሻを計算する。 

Step 5：Step 4 で得られた̂ߤሺݎሻを Step3 のエンベロープの上に描く。 

Step 6：観測された̂ߤሺݎሻと CSR 点過程に従うエンベロープを比較する。 

Step 7：下記の規準に従い、観測された点配置を分類する。 
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ሻの分類規準はݎሺߤ̂ AGsi-curve の分類規準を 90 度回転したものである。 

 

 

 ሻを用いた空間点パターンの分類ݎሺߤ関数̂ߤ	 6.6.2

6.2 節と全く同じ空間点パターンを分類対象として、ߤ関数̂ߤሺݎሻを用いて空間点パターンの分類を行っ

た。その結果を図 6.29 に示す。AGsi-curve の結果である図 6.4 と比較するには、どちらかを 90 度回転す

れば良い。当然のことながら、図 6.29 と図 6.4 は同じ分類結果を示している。 

AGsi-curve の縦軸とߤ関数の横軸は完全に同じもので距離ݎを表している。一方、AGsi-curve の横軸はク

ラスター数を表しているが、ߤ関数の縦軸は降順に並べ替えたクラスター数を区間[0, 1]に規格化したもの

と考えることが可能である。AGsi-curve の横軸は領域内の点数によって変化するが、ߤ関数の縦軸は領域

内の点数によらず常に固定されている。AGsi-curve とߤ関数のどちらを選択するかは、応用分野に依存す

ると考えられる。 

図 6.30 に示す G 関数による分類結果と比較する場合は、分布関数を基にしたߤ関数を選択した方が適

している。CSR 点過程 100 本分のエンベロープの幅を比較すると、ߤ関数の方が G 関数より狭くなって

いる。また分類対象に対するߤ関数の変化は G 関数より大きい。したがって総合的にみて、G 関数よりߤ

関数の方が分類精度が高いと言える。これは、G 関数と AGsi-curve を比較した結果と同じである。 

 

 

 

 ሻを用いた空間点パターンの分類規準ݎሺߤ̂

Case 1：観測された̂ߤሺݎሻがエンベロープ内に完全に収まる場合。 

    ⇒ 観測された点配置をランダム型に分類する。 

Case 2：観測された̂ߤሺݎሻがエンベロープからはみ出して垂直線に近づく場合。 

    ⇒ 観測された点配置を規則型に分類する。 

 Case 3：観測された̂ߤሺݎሻがエンベロープからはみ出して Γ（ガンマ）字型に近づく場合。 

     ⇒ 観測された点配置を集中型(凝集型)に分類する。 
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図 6.29 関数を用いた空間点パターンの分類（左：MST、右： 関数） 

注： 関数はエンベロープの内部が見えるように表示。 
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図 6.30 G 関数を用いた空間点パターンの分類（左：第 1 近隣木、右：G 関数） 

注：G 関数はエンベロープの内部が見えるように表示。 
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第 7 章 AGsi-curve の近似分布の導出 

 

7.0 はじめに 

 

第 6 章で AGsi-curve の振舞いは MST の辺長の順序統計量を用いて説明することができると述べた。し

たがって AGsi-curve の数理的性質を明らかにするためには、MST の辺長の順序統計量を求めれば良い。

ところが MST の辺長が従う確率分布は解析的には求められていない。そのかわりに幾つかの近似分布が

提案されている。本研究では Roberts（1968）の近似と Watanabe（2008）の近似を取り上げる。Watanabe

（2008）によれば、Roberts（1968）の近似が MST の辺長の上限であり、Watanabe（2008）の近似が MST

の辺長の下限である。これが正しければ AGsi-curve の近似分布を次のように導出することができる。 

・AGsi-curve の近似分布 U： 

MST の辺長に関する Roberts（1968）の近似分布の順序統計量を用いたもの。 

  ・AGsi-curve の近似分布 L： 

MST の辺長に関する Watanabe（2008）の近似分布の順序統計量を用いたもの。 

この方針によって、7.1 の近似分布を導くことができる。ここでは多次元（ݑ次元）空間を対象とする。第

7 章の内容は、髙井・田村・元山（2018）に基づいている。 

 

7.1 近似分布 U と近似分布 L 

 

 近似分布 U は命題 7.1 、近似分布 L は次元の偶奇に応じて命題 7.2 ならびに命題 7.3 のようになる。全

て MST の辺長の近似分布の第݆順序統計量が基になっている。 

 

【命題 7.1】MST の辺長の分布として Roberts（1968）の近似を用いた近似分布 U の、 

確率密度関数は（7.1）、原点まわりのݏ次モーメントは（7.2）となる。 

（7.1）          ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻ ൌ ∑ܦ ௨ିଵሺെ1ሻ௟ݎܥߣݑ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ௝ିଵ

௟ୀ଴ 	expሼെሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻݎܥߣ௨ሽ  
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ሺ௝ሻܧ          （7.2）
ோ,௨ሾݎ௦ሿ ൌ ∑ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ௝ିଵ

௟ୀ଴ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି
ೞశೠ
ೠ ሺܥߣሻି

ೞ
ೠ ∙ Γ ቀ

௦

௨
൅ 1ቁ 

ここで、ܥ ൌ
గ
ೠ
మ

ଶ୻ቀೠ
మ
ାଵቁ

 

ܦ ൌ
ሺ௡ିଵሻ!

ሺ௝ିଵሻ!∙ሺ௡ିଵି௝ሻ!
  

 

【命題 7.2】MST の辺長の分布として Watanabe（2008）の近似を用いた偶数次元における、 

近似分布 L の確率密度関数は（7.3）、原点まわりのݏ次モーメントは（7.4）となる。 

（7.3）        ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻ ൌ ∑ܦ ௘஺ܥߣݐ2

೎∩஻ݎଶ௧ିଵሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1
݈
ቁ௝ିଵ

௟ୀ଴ 	exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧ൟ 

ሺ௝ሻܧ        （7.4）
ௐ,ଶ௧ሾݎ௦ሿ ൌ ∑ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ௝ିଵ

௟ୀ଴ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି
ೞశమ೟
మ೟ ൫ܥߣ௘஺

೎∩஻൯
ି ೞ
మ೟ ∙ Γ ቀ

௦

ଶ௧
൅ 1ቁ 

ここで、ܥ௘஺
೎∩஻ ൌ

௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
∙ ቊ

√గ௰ቀ௧ା
భ
మ
ቁ

௰ሺ௧ାଵሻ
െ యܤ

ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
, 	
ଵ

ଶ
ቁቋ 

యܤ
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
, 	
ଵ

ଶ
ቁ は不完全ベータ関数。 

ܦ ൌ
ሺ௡ିଵሻ!

ሺ௝ିଵሻ!∙ሺ௡ିଵି௝ሻ!
  

 

【命題 7.3】MST の辺長の分布として Watanabe（2008）の近似を用いた奇数次元における、 

近似分布 L の確率密度関数は（7.5）、原点まわりのݏ次モーメントは（7.6）となる。 

（7.5）         ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻ ൌ ∑ܦ ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1
݈
ቁ௝ିଵ

௟ୀ଴ 	exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ 

ሺ௝ሻܧ         （7.6）
ௐ,ଶ௧ାଵሾݎ௦ሿ ൌ ∑ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ௝ିଵ

௟ୀ଴ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି
ೞశమ೟శభ
మ೟శభ ൫ܥߣ௢஺

೎∩஻൯
ି ೞ
మ೟శభ ∙ Γ ቀ

௦

ଶ௧ାଵ
൅ 1ቁ 

ここで、ܥ௢஺
೎∩஻ ൌ

௏మ೟ሺ௥ሻ

௥మ೟
∙ ቊ√

గ௰ሺ௧ାଵሻ

௰ቀ௧ାయ
మ
ቁ
െ యܤ

ర
ቀݐ ൅ 1, 	

ଵ

ଶ
ቁቋ 

యܤ  
ర
ቀݐ ൅ 1, 	

ଵ

ଶ
ቁ は不完全ベータ関数。 

ܦ ൌ
ሺ௡ିଵሻ!

ሺ௝ିଵሻ!∙ሺ௡ିଵି௝ሻ!
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7.2 命題の証明 

 

 ここでは、第݆順序統計量の確率密度関数を導出したのち、第݆順序統計量の原点まわりのݏ次モーメン

トを導出する。第݆順序統計量の確率密度関数 ሺ݂௝ሻሺݎሻは David & Nagaraja（2003, p.10）の式により求められ

るが、領域内の点数を݊とすると、MST の辺長は（݊ െ 1）本なので、本研究ではこれを（7.7）のように

変形して用いる。 

	ሺ7.7ሻ																																 ሺ݂௝ሻሺݎሻ ൌ
ሺ݊ െ 1ሻ!

ሺ݆ െ 1ሻ! ∙ ሺ݊ െ 1 െ ݆ሻ!
∙ ሻ௝ିଵሼ1ݎሺܨ െ  ሻݎሻሽ௡ିଵି௝݂ሺݎሺܨ

ここで、݂ሺݎሻとܨሺݎሻは、元の分布の確率密度関数と分布関数である。 

 また、第݆順序統計量の原点まわりのݏ次モーメントܧሺ௝ሻሾݎ௦ሿは式（7.8）を用いて求めることができる。 

ሺ7.8ሻ																																		ܧሺ௝ሻሾݎ௦ሿ ൌ න ௦ݎ
ஶ

଴
∙ ሺ݂௝ሻሺݎሻ݀ݎ 

 

7.2.1 命題 7.1 の証明 

第 3 章の（3.8）式において、Roberts（1968）の近似を用いた MST の辺長の確率密度関数を求めた。こ

こでは Watanabe（2008）と区別するため、右肩に添え字 R を追加して ௨݂
ோሺݎሻと表記する。 

ሺ3.8ሻ																																									 ௨݂ோሺݎሻ ൌ ߣݑ
ߨ
௨
ଶ

2Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

௨ିଵݎ ∙ expቌെߣ
ߨ
௨
ଶ

2Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

 ௨ቍݎ

ここから分布関数ܨ௨ோሺݎሻは、 

ሻݎ௨ோሺܨ ൌ 1 െ expቌെߣ
ߨ
௨
ଶ

2Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

 ௨ቍݎ

と導出できる。 

これらを式（7.7）に代入することにより、第݆順序統計量の確率密度関数 ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻを求めることができる。 

ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻ ൌ

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݆ െ 1ሻ! ∙ ሺ݊ െ 1 െ ݆ሻ!

∙ ሻ௝ିଵሼ1ݎ௨ோሺܨ െ ሻሽ௡ିଵି௝ݎ௨ோሺܨ ௨݂
ோሺݎሻ 

ここでは以下のように、ܥとܦを導入し式の展開を簡略化する。 

ܥ ൌ
గ
ೠ
మ

ଶ୻ቀೠ
మ
ାଵቁ
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ܦ ൌ
ሺ௡ିଵሻ!

ሺ௝ିଵሻ!∙ሺ௡ିଵି௝ሻ!
  

したがって、 ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻは 

ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻ ൌ ܦ ∙ ሼ1 െ expሺെݎܥߣ௨ሻሽ௝ିଵ ∙ ሼexpሺെݎܥߣ௨ሻሽ௡ିଵି௝ ∙ ௨ିଵݎܥߣݑ ∙ expሺെݎܥߣ௨ሻ 

ൌ ௨ିଵݎܦܥߣݑ ∙ ሼ1 െ expሺെݎܥߣ௨ሻሽ௝ିଵ ∙ ሼexpሺെݎܥߣ௨ሻሽ௡ି௝  

ൌ ௨ିଵݎܦܥߣݑ ∙ ሼ1 െ expሺെݎܥߣ௨ሻሽ௝ିଵ ∙ expሼെሺ݊ െ ݆ሻݎܥߣ௨ሽ  

となる。 

ここで、先に ሼ1 െ expሺെݎܥߣ௨ሻሽ௝ିଵ の 2 項展開を行うと、 

ሼ1 െ expሺെݎܥߣ௨ሻሽ௝ିଵ ൌ 1 െ ൫௝ିଵଵ ൯ ∙ expሺെݎܥߣ
௨ሻ ൅ ൫௝ିଵଶ ൯ ∙ expሺെ2ݎܥߣ

௨ሻ  

െ൫௝ିଵଷ ൯ ∙ expሺെ3ݎܥߣ
௨ሻ ൅		⋯		൅ ሺെ1ሻ௝ିଵ ቀ௝ିଵ௝ିଵቁ ∙ expሼെሺ݆ െ 1ሻݎܥߣ௨ሽ  

となる。 

この結果を元の式に戻して整理すると、 

ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻ ൌ expሼെሺ݊		௨ିଵൣݎܦܥߣݑ	 െ ݆ሻݎܥߣ௨ሽ െ ൫௝ିଵଵ ൯ ∙ expሼെሺ݊ െ ݆ ൅ 1ሻݎܥߣ௨ሽ  

൅൫௝ିଵଶ ൯ ∙ expሼെሺ݊ െ ݆ ൅ 2ሻݎܥߣ௨ሽ െ ൫௝ିଵଷ ൯ ∙ expሼെሺ݊ െ ݆ ൅ 3ሻݎܥߣ௨ሽ  

൅		⋯		൅ ሺെ1ሻ௝ିଵ ቀ௝ିଵ௝ିଵቁ ∙ expሼെሺ݊ െ 1ሻݎܥߣ௨ሽ		ሿ  

となる。 

さらに整理すると、第݆順序統計量の確率密度関数 ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻは、 

ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻ ൌ ෍ܦ ௨ିଵሺെ1ሻ௟ݎܥߣݑ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
	expሼെሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻݎܥߣ௨ሽ 

ここで、ܥとܦは既出である。 

となり、式（7.1）が導出できた。 

次に ሺ݂௝ሻ
ோ,௨ሺݎሻを式（7.8）に代入することにより、第݆順序統計量の原点まわりのݏ次モーメントܧሺ௝ሻ

ோ,௨ሾݎ௦ሿを

求める。      

ሺ௝ሻܧ
ோ,௨ሾݎ௦ሿ ൌ න ௦ݎ

ஶ

଴
∙ ሺ݂௝ሻ

ோ,௨ሺݎሻ݀ݎ 

代入後、整理すると 
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ሺ௝ሻܧ
ோ,௨ሾݎ௦ሿ ൌ න ௦ݎ

ஶ

଴
∙ ෍ܦ ௨ିଵሺെ1ሻ௟ݎܥߣݑ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
	expሼെሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻݎܥߣ௨ሽ	݀ݎ 

ሺ௝ሻܧ
ோ,௨ሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
න ௦ݎ
ஶ

଴
expሼെሺ݊	௨ିଵݎܥߣݑ െ ݆ ൅ ݈ሻݎܥߣ௨ሽ	݀ݎ 

となる。 

ここで ߬ ൌ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻݎܥߣ௨ として置換積分を行う。 

݀߬
ݎ݀

ൌ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻݎݑܥߣ௨ିଵ 

݀߬
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻ

ൌ  ݎ௨ିଵ݀ݎݑܥߣ

ݎ ൌ ൜
߬

ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ
ൠ

ଵ
௨
 

積分範囲は変わらないので、 

ሺ௝ሻܧ
ோ,௨ሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
න ൜

߬
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ

ൠ

௦
௨

ஶ

଴
∙ expሼെ߬ሽ ∙

1
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻ

	݀߬ 

これを整理して 

ሺ௝ሻܧ
ோ,௨ሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି

௦ା௨
௨ ሺܥߣሻି

௦
௨ න ߬

௦
௨

ஶ

଴
∙ expሼെ߬ሽ	݀߬ 

となる。 

この式の積分の項は、Γ関数の定義式となっているので、原点まわりのݏ次モーメントは 

ሺ௝ሻܧ
ோ,௨ሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି

௦ା௨
௨ ሺܥߣሻି

௦
௨ ∙ Γ ቀ

ݏ
ݑ
൅ 1ቁ 

ここで、ܥとܦは既出である。 

となり、式（7.2）が導出できた。 

以上で、命題 7.1 が示された。 

 

7.2.2 命題 7.2 の証明 

 Roberts（1968）とは異なり、Watanabe（2008）の場合は領域の形状が複雑なため、偶数次元と奇数次

元を分ける必要がある。ここでは Watanabe（2008）の偶数次元に対応する命題 7.2 を証明する。 

付録 1 の（付 1.1）式に於いて、偶数次元（ݑ ൌ に於ける（ݐ2 Watanabe（2008）の近似を用いた MST の

辺長の確率密度関数を求めた。ここでは Roberts（1968）と区別するため、右肩に添え字 W を追加して
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ଶ݂௧
ௐሺݎሻと表記する。 

（付 1.1）              ଶ݂௧
ௐሺݎሻ ൌ ߣݐ2 ∙ ௘஺ܥ

೎∩஻ ∙ ଶ௧ିଵݎ ∙ exp൫െߣ ∙ ௘஺ܥ
೎∩஻ ∙  ଶ௧൯ݎ

ここで、ܥ௘஺
೎∩஻ ൌ

௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
∙ ቊ

√గ௰ቀ௧ା
భ
మ
ቁ

௰ሺ௧ାଵሻ
െ యܤ

ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
, 	
ଵ

ଶ
ቁቋ 

యܤ         
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
, 	
ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

ここから分布関数ܨଶ௧
ௐሺݎሻは、 

ଶ௧ܨ
ௐሺݎሻ ൌ 1 െ exp൫െߣ ∙ ௘஺ܥ

೎∩஻ ∙  ଶ௧൯ݎ

と導出できる。 

これらを式（7.7）に代入することにより、第݆順序統計量の確率密度関数 ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻを求めることができる。 

ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻ ൌ

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݆ െ 1ሻ! ∙ ሺ݊ െ 1 െ ݆ሻ!

∙ ଶ௧ܨ
ௐሺݎሻ௝ିଵ ∙ ሼ1 െ ଶ௧ܨ

ௐሺݎሻሽ௡ିଵି௝ ∙ ଶ݂௧
ௐሺݎሻ 

ここで以下のように、ܦを導入し式の展開を簡略化する。 

ܦ ൌ
ሺ௡ିଵሻ!

ሺ௝ିଵሻ!∙ሺ௡ିଵି௝ሻ!
  

したがって、 ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻは 

ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻ ൌ ܦ ∙ ൛1 െ exp൫െܥߣ௘஺

೎∩஻ݎଶ௧൯ൟ
௝ିଵ

∙ ൛exp൫െܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧൯ൟ

௡ିଵି௝
∙ ௘஺ܥߣݐ2

೎∩஻ݎଶ௧ିଵ ∙ exp൫െܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧൯ 

ൌ ௘஺ܥߣݐ2
೎∩஻ݎܦଶ௧ିଵ ∙ ൛1 െ exp൫െܥߣ௘஺

೎∩஻ݎଶ௧൯ൟ
௝ିଵ

∙ ൛exp൫െܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧൯ൟ

௡ି௝
  

ൌ ௘஺ܥߣݐ2
೎∩஻ݎܦଶ௧ିଵ ∙ ൛1 െ exp൫െܥߣ௘஺

೎∩஻ݎଶ௧൯ൟ
௝ିଵ

∙ exp൛െሺ݊ െ ݆ሻܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧ൟ 

となる。 

ここで、先に ൛1 െ exp൫െܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧൯ൟ

௝ିଵ
 の 2 項展開を行うと、 

൛1 െ exp൫െܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧൯ൟ

௝ିଵ
ൌ 1 െ ൫௝ିଵଵ ൯ ∙ exp൫െܥߣ௘

஺೎∩஻ݎଶ௧൯ ൅ ൫௝ିଵଶ ൯ ∙ exp൫െ2ܥߣ௘
஺೎∩஻ݎଶ௧൯  

െ൫௝ିଵଷ ൯ ∙ exp൫െ3ܥߣ௘
஺೎∩஻ݎଶ௧൯ ൅		⋯		൅ ሺെ1ሻ௝ିଵ ቀ௝ିଵ௝ିଵቁ ∙ exp൛െሺ݆ െ 1ሻܥߣ௘஺

೎∩஻ݎଶ௧ൟ  

となる。 

この結果を元の式に戻して整理すると、 

ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻ ൌ ௘஺ܥߣݐ2	

೎∩஻ݎܦଶ௧ିଵൣ		exp൛െሺ݊ െ ݆ሻܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧ൟ െ ൫௝ିଵଵ ൯ ∙ exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ 1ሻܥߣ௘஺

೎∩஻ݎଶ௧ൟ  

൅൫௝ିଵଶ ൯ ∙ exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ 2ሻܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧ൟ െ ൫௝ିଵଷ ൯ ∙ exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ 3ሻܥߣ௘஺

೎∩஻ݎଶ௧ൟ  
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൅		⋯		൅ ሺെ1ሻ௝ିଵ ቀ௝ିଵ௝ିଵቁ ∙ exp൛െሺ݊ െ 1ሻܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧ൟ		ሿ  

となる。 

さらに整理すると、第݆順序統計量の確率密度関数 ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻは、 

ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻ ൌ ෍ܦ ௘஺ܥߣݐ2

೎∩஻ݎଶ௧ିଵሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1
݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
	exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௘஺

೎∩஻ݎଶ௧ൟ 

ここで、ܥ௘஺
೎∩஻とܦは既出である。 

となり、式（7.3）が導出できた。 

次に ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ሺݎሻを式（7.8）に代入することにより、第݆順序統計量の原点まわりのݏ次モーメントܧሺ௝ሻ

ௐ,ଶ௧ሾݎ௦ሿ

を求める。      

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ሾݎ௦ሿ ൌ න ௦ݎ

ஶ

଴
∙ ሺ݂௝ሻ

ௐ,ଶ௧ሺݎሻ݀ݎ 

代入後、整理すると 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ሾݎ௦ሿ ൌ න ௦ݎ

ஶ

଴
∙ ෍ܦ ௘஺ܥߣݐ2

೎∩஻ݎଶ௧ିଵሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1
݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
	exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௘஺

೎∩஻ݎଶ௧ൟ	݀ݎ 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
න ௦ݎ
ஶ

଴
௘஺ܥߣݐ2

೎∩஻ݎଶ௧ିଵ	exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧ൟ	݀ݎ 

となる。 

ここで ߬ ൌ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௘஺
೎∩஻ݎଶ௧ として置換積分を行う。 

݀߬
ݎ݀

ൌ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௘஺
೎∩஻2ݎݐଶ௧ିଵ 

݀߬
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻ

ൌ ௘஺ܥߣ
೎∩஻2ݎݐଶ௧ିଵ݀ݎ 

ݎ ൌ ൜
߬

ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௘஺
೎∩஻ൠ

ଵ
ଶ௧
 

積分範囲は変わらないので、 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
න ൜

߬
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௘஺

೎∩஻ൠ

௦
ଶ௧

ஶ

଴
∙ expሼെ߬ሽ ∙

1
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻ

	݀߬ 

これを整理して 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି

௦ାଶ௧
ଶ௧ ൫ܥߣ௘஺

೎∩஻൯
ି ௦
ଶ௧ න ߬

௦
ଶ௧

ஶ

଴
∙ expሼെ߬ሽ	݀߬ 

となる。 
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この式の積分の項は、Γ関数の定義式となっているので、原点まわりのݏ次モーメントは 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି

௦ାଶ௧
ଶ௧ ൫ܥߣ௘஺

೎∩஻൯
ି ௦
ଶ௧ ∙ Γ ቀ

ݏ
ݐ2
൅ 1ቁ 

ここで、ܥ௘஺
೎∩஻とܦは既出である。 

となり、式（7.4）が導出できた。 

以上で命題 7.2 が示された。 

 

7.2.3 命題 7.3 の証明 

 Roberts（1968）とは異なり、Watanabe（2008）の場合は領域の形状が複雑なため、偶数次元と奇数次元

を分ける必要がある。ここでは Watanabe（2008）の奇数次元に対応する命題 7.3 を証明する。 

付録 1 の（付 1.2）式に於いて、奇数次元（ݑ ൌ ݐ2 ൅ 1）に於ける Watanabe（2008）の近似を用いた MST

の辺長の確率密度関数を求めた。ここでは Roberts（1968）と区別するため、右肩に添え字 W を追加して

ଶ݂௧ାଵ
ௐ ሺݎሻと表記する。 

（付 1.2）            ଶ݂௧ାଵ
ௐ ሺݎሻ ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻߣ ∙ ௢஺ܥ

೎∩஻ ∙ ଶ௧ݎ ∙ exp൫െߣ ∙ ௢஺ܥ
೎∩஻ ∙  ଶ௧ାଵ൯ݎ

ここで、ܥ௢஺
೎∩஻ ൌ

௏మ೟ሺ௥ሻ

௥మ೟
∙ ቊ√

గ௰ሺ௧ାଵሻ

௰ቀ௧ାయ
మ
ቁ
െ యܤ

ర
ቀݐ ൅ 1, 	

ଵ

ଶ
ቁቋ 

యܤ  
ర
ቀݐ ൅ 1, 	

ଵ

ଶ
ቁ は不完全ベータ関数。 

ここから分布関数ܨଶ௧ାଵ
ௐ ሺݎሻは、 

ଶ௧ାଵܨ
ௐ ሺݎሻ ൌ 1 െ exp൫െߣ ∙ ௢஺ܥ

೎∩஻ ∙  ଶ௧ାଵ൯ݎ

と導出できる。 

これらを式（7.7）に代入することにより、第݆順序統計量の確率密度関数 ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻを求めることができ

る。 

ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻ ൌ

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݆ െ 1ሻ! ∙ ሺ݊ െ 1 െ ݆ሻ!

∙ ଶ௧ାଵܨ
ௐ ሺݎሻ௝ିଵ ∙ ሼ1 െ ଶ௧ାଵܨ

ௐ ሺݎሻሽ௡ିଵି௝ ∙ ଶ݂௧ାଵ
ௐ ሺݎሻ 

ここで以下のように、ܦを導入し式の展開を簡略化する。 

ܦ ൌ
ሺ௡ିଵሻ!

ሺ௝ିଵሻ!∙ሺ௡ିଵି௝ሻ!
  

したがって、 ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻは 
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ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻ ൌ ܦ ∙ ൛1 െ exp൫െܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ൟ
௝ିଵ

∙ ൛exp൫െܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ൟ

௡ିଵି௝
		 

∙ ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧exp൫െܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ 

ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎܦଶ௧ ∙ ൛1 െ exp൫െܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ൟ
௝ିଵ

∙ ൛exp൫െܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ൟ

௡ି௝
  

ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎܦଶ௧ ∙ ൛1 െ exp൫െܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ൟ
௝ିଵ

∙ exp൛െሺ݊ െ ݆ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ 

となる。 

ここで、先に ൛1 െ exp൫െܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ൟ

௝ିଵ
 の 2 項展開を行うと、 

 ൛1 െ exp൫െܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ൟ

௝ିଵ
ൌ 1 െ ൫௝ିଵଵ ൯ ∙ exp൫െܥߣ௢

஺೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ ൅ ൫௝ିଵଶ ൯ ∙ exp൫െ2ܥߣ௢
஺೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯  

െ൫௝ିଵଷ ൯ ∙ exp൫െ3ܥߣ௢
஺೎∩஻ݎଶ௧ାଵ൯ ൅		⋯		൅ ሺെ1ሻ௝ିଵ ቀ௝ିଵ௝ିଵቁ ∙ exp൛െሺ݆ െ 1ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ  

となる。 

この結果を元の式に戻して整理すると、 

ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻ ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎܦଶ௧ൣ		exp൛െሺ݊ െ ݆ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ െ ൫௝ିଵଵ ൯ ∙ exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ 1ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ  

൅൫௝ିଵଶ ൯ ∙ exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ 2ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ െ ൫௝ିଵଷ ൯ ∙ exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ 3ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ  

൅		⋯		൅ ሺെ1ሻ௝ିଵ ቀ௝ିଵ௝ିଵቁ ∙ exp൛െሺ݊ െ 1ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ		ሿ  

となる。 

さらに整理すると、第݆順序統計量の確率密度関数 ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻは、 

ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻ ൌ ෍ܦ ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1
݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
	exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ 

ここで、ܥ௢஺
೎∩஻とܦは既出である。 

となり、式（7.5）が導出できた。 

次に ሺ݂௝ሻ
ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻを式（7.8）に代入することにより、第݆順序統計量の原点まわりのݏ次モーメント

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ାଵሾݎ௦ሿを求める。 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ାଵሾݎ௦ሿ ൌ න ௦ݎ

ஶ

଴
∙ ሺ݂௝ሻ

ௐ,ଶ௧ାଵሺݎሻ݀ݎ 

代入後、整理すると 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ାଵሾݎ௦ሿ ൌ න ௦ݎ

ஶ

଴
∙ ෍ܦ ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1
݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
	exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ	݀ݎ 



128 
 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ାଵሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
න ௦ݎ
ஶ

଴
ሺ2ݐ ൅ 1ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ݎଶ௧	exp൛െሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵൟ	݀ݎ 

となる。 

ここで ߬ ൌ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ݎଶ௧ାଵ として置換積分を行う。 

݀߬
ݎ݀

ൌ ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ሺ2ݐ ൅ 1ሻݎଶ௧ 

݀߬
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻ

ൌ ௢஺ܥߣ
೎∩஻ሺ2ݐ ൅ 1ሻݎଶ௧݀ݎ 

ݎ ൌ ൜
߬

ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௢஺
೎∩஻ൠ

ଵ
ଶ௧ାଵ

 

積分範囲は変わらないので、 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ାଵሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
න ൜

߬
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻܥߣ௢஺

೎∩஻ൠ

௦
ଶ௧ାଵ

ஶ

଴
∙ expሼെ߬ሽ ∙

1
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻ

	݀߬ 

これを整理して 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ାଵሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି

௦ାଶ௧ାଵ
ଶ௧ାଵ ൫ܥߣ௢஺

೎∩஻൯
ି ௦
ଶ௧ାଵ න ߬

௦
ଶ௧ାଵ

ஶ

଴
∙ expሼെ߬ሽ	݀߬ 

この式の積分の項は、Γ関数の定義式となっているので、原点まわりのݏ次モーメントは、 

ሺ௝ሻܧ
ௐ,ଶ௧ାଵሾݎ௦ሿ ൌ ෍ܦ ሺെ1ሻ௟ ቀ݆ െ 1

݈
ቁ

௝ିଵ

௟ୀ଴
ሺ݊ െ ݆ ൅ ݈ሻି

௦ାଶ௧ାଵ
ଶ௧ାଵ ൫ܥߣ௢஺

೎∩஻൯
ି ௦
ଶ௧ାଵ ∙ Γ ቀ

ݏ
ݐ2 ൅ 1

൅ 1ቁ 

ここで、ܥ௢஺
೎∩஻とܦは既出である。 

となり、式（7.6）が導出できた。 

以上で、命題 7.3 が示された。 
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第 8 章 AGsi-curve の期待値の強度依存性 

 

8.0 はじめに 

 

第 8 章では第 7 章で導出した AGsi-curve の近似分布 U と近似分布 L の期待値、およびモンテカルロ法

を用いて推定した厳密分布の期待値の特性を明らかにする。これら 3 種類の期待値の強度（ߣ）への依存

性には、以下の 2 つの特徴がある。 

  ・3 種類の期待値に共通する変化 

 ・3 種類の期待値の相対的な位置関係の変化 

最初の特徴は、強度が大きくなると AGsi-curve の水準が低下することである。これは同一領域内で点

数が増えると、MST の辺長の期待値が小さくなっていくことが原因である。一方、2 番目の特徴は、期待

値の大小関係が強度に依存することである。これは MST の辺長の境界効果が原因であると考えられる。 

8.1 節では、2 次元の AGsi-curve に関する 3 種類の期待値を求めたのち、その強度依存性の特徴を示す。

次に、AGsi-curve の基になった MST の辺長の順序統計量との関連性を示す。8.2 節では、MST の辺長の

期待値と中央値の強度依存性を詳しく調べる。8.3 節では、MST の辺長の境界効果を簡易的にモデル化

し、簡単な計算機実験で確認する。8.4 節では、AGsi-curve の期待値に与える境界効果を検討する。 

第 8 章の内容は、髙井・田村・元山（2018）に基づいている。 

 

8.1  AGsi-curve の期待値の強度依存性（2 次元） 

 

先ず、単位正方形内に強度ߣ ൌ 100で発生させた一様ランダムな点パターンに対する AGsi-curve を図

8.1 に、その確率密度関数と期待値とを図 8.2 に示す。ここで、近似分布 U の確率密度関数と期待値とは、

第 7 章で導出した式（7.1）と式（7.2）に基づき、近似分布 L の確率密度関数と期待値とは、第 7 章で導

出した式（7.3）と式（7.4）に基づき、厳密分布の確率密度関数と期待値とは、モンテカルロ法（m ൌ 10ହ

回）により推定できる。 
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図 8.2 AGsi-curve の 3 種類の確率密度関数（図 8.1 と同じ記号で期待値も表示）（ ߣ ൌ 100 ） 

（左：近似分布 U、中：カーネル法で推定した厳密分布、右：近似分布 L） 

図 8.1 AGsi-curve の 3 種類の期待値（▽：近似分布 U、●：厳密分布、▽：近似分布 L ）（ ߣ ൌ 100 ）

（モンテカルロ法による AGsi-curve は 105本中 103本分のみを表示） 
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 8.1 節では、これらの期待値の強度依存性を調べる。このために、単位正方形内の一様ランダムな点パ

ターンの強度（ߣ）を 10 水準（ߣ ൌ 10, 20, 30,⋯ , 80, 90, 100）に変化させ、AGsi-curve に関する 3 種類の

分布の期待値を図 8.1 と同様な方法で求める。選択した 10 水準の強度は、4 章および 6 章において、分

類手法の比較に用いた以下の現実の点パターンが、全てߣ ൏ 100であることに基づいている。 

・Japanese black pine sapling（݊ ൌ 65） 

・Biological cells（݊ ൌ 42） 

・Redwood seedlings（݊ ൌ 62） 

ここで݊は単位正方形内の点数である。 

これら 10 水準の強度（ߣ）に対して求めた期待値を図 8.3 に示す。図 8.3 では、手前になる（強度ߣが

大きくなる）ほど、AGsi-curve の 3 種類の期待値が（連動して）下方に移動していく様子が分かる。これ

が強度依存性の第 1 の特徴である。また奥に行く（強度ߣが小さくなる）ほど、厳密分布の期待値が 2 つ

の近似分布の期待値より（相対的に）大きくなる様子が分かる。これが強度依存性の第 2 の特徴である。 

図 8.3 には全部で 30 本の曲線が描かれている。これら複数の曲線の変化を要約するため、図 8.3 の 3

断面（最大値・中央値・最小値）を抽出して図 8.4 に示す。図 8.4 の横軸は強度（ߣ）、縦軸は AGsi-curve

の期待値になる。6.4 節などで述べたように、AGsi-curve は MST の辺長の順序統計量と等価であるので、

図 8.4 は MST の辺長の順序統計量（最大値・中央値・最小値）の強度依存性を示していることになる。 
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図 8.3 様々な強度に対する AGsi-curve の 3 種類の期待値（ߣ ൌ 10, 20, 30,⋯	,80, 90, 100） 

（▽：近似分布 U、●：厳密分布、▽：近似分布 L ） 
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図 8.4 AGsi-curve の 3 種類の期待値（図 8.3 の断面図：最大値, 中央値, 最小値） 
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図 8.4 には、以下の 2 つの特徴が表れている。 

・強度を大きくすると、最大値・中央値・最小値の値は小さくなる（全て右下がりの曲線）。 

  ・強度が大きい水準では、厳密分布の期待値は近似分布 U と近似分布 L の期待値の間にあるが、 

強度が小さい水準では、厳密分布の期待値が近似分布 U の期待値を超える（長くなる）。 

前者は同一領域内で点数が増えて行くと MST の辺長の期待値が小さくなっていくことから当然である。

一方、後者は MST の辺長の境界効果が原因であると考えられる。 

 

8.2  MST の辺長の期待値と中央値（2 次元） 

 

 8.1 節では、AGsi-curve の強度依存性を示したが、8.2 節では MST の辺長分布の強度依存性を示す。こ

のため、単位正方形内に強度（ߣ）を変えて発生させる一様ランダムな点パターンに対して、MST の辺長

に関する、Roberts（1968）、Watanabe（2008）、厳密分布の期待値と中央値を求める。MST の辺長の分布

は右の裾が厚い非対称な形状なので期待値だけではなく中央値も求めることとした。 

 Roberts（1968）の近似分布の期待値と中央値は、第 3 章で導出した式（3.2）に基づき、Watanabe（2008）

の近似分布の期待値と中央値は付録 1 で導出した式（付 1.3）に基づき、厳密分布の期待値と中央値は、

モンテカルロ法（m ൌ 10ସ回）により推定できる。ここで、モンテカルロ法は 20 水準（ߣ ൌ

10, 20, 30,⋯ , 180, 190, 200 ）に対して行う。8.1 節より、水準を増やしたのは収束状況を観察するためで

ある。 

求めた 3 種類の期待値と中央値の結果を図 8.5 と図 8.6 に示す。また AGsi-curve は MST の辺長の順序

統計量と等価なので、中央値を示すことは AGsi-curve の振舞いを調べる上でも有益である。（MST の辺

長の期待値に対応する AGsi-curve の位置は指定できないが、MST の辺長の中央値に対応する AGsi-curve

の位置は指定できる。） 

図 8.5 の上図は期待値の計算結果である。図 8.5 の下図は Roberts（1968）と Watanabe（2008）の期待値

を基準にした拡大図である。期待値の場合、ߣ ൐ 30では厳密分布は Roberts（1968）と Watanabe（2008）

の間にあるが、ߣ ൌ 30で厳密分布は Roberts（1968）にほぼ一致し、ߣ ൏ 30では厳密分布が Roberts（1968）
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を超えてしまう。 

図 8.6 の上図は中央値の計算結果である。図 8.6 の下図は Roberts（1968）と Watanabe（2008）の中央値

を基準にした拡大図である。中央値の場合、ߣ ൐ 50では厳密分布は Roberts（1968）と Watanabe（2008）

の間にあるが、ߣ ൌ 50で厳密分布は Roberts（1968）にほぼ一致し、ߣ ൏ 50では厳密分布が Roberts（1968）

を超えてしまう。図 8.6 の上図の左半分が図 8.4 の中央値と同じである。 
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図 8.5  MST の辺長の期待値（強度依存性） 

上図：計算結果、下図：Roberts と Watanabe の期待値を基準にした拡大図 

（▽：Roberts（1968）の期待値、●：厳密分布の期待値、△：Watanabe（2008）の期待値） 
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図 8.6  MST の辺長の中央値（強度依存性） 

上図：計算結果、下図：Roberts と Watanabe の中央値を基準にした拡大図 

（▽：Roberts（1968）の中央値、●：厳密分布の中央値、△：Watanabe（2008）の中央値） 
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8.3  MST の辺長の境界効果（2 次元） 

 

 8.3 節では、8.1 節と 8.2 節で示された強度が小さい場合の境界効果について検討する。 

笠原&古山（1998）は、領域内の点数（MST の辺数）が少ないほど、点間距離が離れる影響に加え、境

界効果の影響も強く受けるようになり、MST の辺長の期待値が大きくなることを示している。本研究に

おいて強度が小さい水準では、AGsi-curve の厳密分布の期待値が近似分布 U の期待値を超えて大きくな

る。この原因も MST の辺長の境界効果であると考えられる。 

 以下では、幾つかの仮定をおき、境界効果を受ける MST の辺長の期待値をモデル化する。厳密な議論

は積分幾何学の助けを必要とするが、本研究では簡単な検討にとどめる。 

先ず、正方形の領域内に発生させた一様ランダムな点パターンに対する MST の辺長の期待値を求める

ため、 

正方形（領域）の：ܮ 1 辺の長さ 

 強度：ߣ

ଶܮߣ െ 1：領域内の MST の辺数  

とおく。簡単のため境界効果を受ける辺数は、ܮに比例すると仮定し、 

境界効果を受ける：ܮߛ MST の辺数 

とする。これは境界がなければ、領域外の点と繋がる可能性があったのに、境界の存在により領域内の点

と繋がった辺の数である。境界により最近隣点探索の範囲が制約を受け、最短経路ではなくなる可能性

が高くなる。 

MST の総延長距離ܶܮ௠௦௧は正方形（領域）の面積ܮଶに比例すると仮定し、 

ଶ：MSTܮߜ の総延長距離 

とする。 

ܮߛ
ଶܮߣ െ 1

：境界効果を受ける辺の割合 

とすると、MST の辺長の期待値は、 
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ሺ8.1ሻ																																																									
ଶܮߜ

ሺܮߣଶ െ 1ሻ ቀ1 െ
ܮߛ

ଶܮߣ െ 1ቁ
ൌ

ߜ

ߣ െ
1
ଶܮ െ

ߛ
ܮ

 

と評価される。 

 ここで、仮に、ߣ ൌ ߛ ,10 ൌ ߜ ,1 ൌ 2 と置き、正方形の 1 辺の長さܮを 1～15 まで変化させ、MST の辺

長の期待値(8.1)がどのように振舞うかを計算した結果を図 8.7 に示す。領域が拡大するに従い、MST の

辺長の期待値(8.1)が減少することが分かる。 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 8.7 MST の辺長に対する境界効果の簡易的なモデル化の計算例 

 

 次に簡単な計算機実験によってモデルの検証を行う。強度固定（ߣ ൌ 10）で領域の面積を拡大し、

MST の辺長の変化を 

    ・厳密分布の期待値と中央値 

    ・Roberts（1968）の期待値と中央値 

    ・Watanabe（2008）の期待値と中央値 



140 
 

を用いて比較する。領域は正方形の一辺 L を 15 水準（L ൌ 1, 2, 3, ⋯ , 13, 14, 15）変化させる。MST の辺

長の期待値を評価する上では、計算機実験においても期待値のみを算出すれば十分であるが、AGsi-curve 

と直接関係があるのは中央値であるので、参考として中央値も調べる。この背景には MST の辺長の分布

は右の裾が厚い非対称な形状となっていることがあげられる。図 8.8 に強度固定（ߣ ൌ 10）で領域を広げ

た（L ൌ 1, 2, 3, 4, 5, 6）場合の MST を示す。図 8.8 の上図は、単位正方形内の MST を示しており、図 8.3

の一番上に配置された AGsi-curve に相当する。 

Roberts（1968）と Watanabe（2008）の近似分布の期待値は、境界効果を無視しているので、強度λだ

けに依存し、領域の大きさや形状には依存しない。Roberts（1968）と Watanabe（2008）の期待値を以下

に再掲する。一方、厳密分布の期待値と中央値は、モンテカルロ法の方法に依存して、領域の大きさや形

状に大きく左右される。 

ଵሿݎଶሾܧ		 ൌ
1

ߣ2√
ൎ
0.707106⋯

ଵߣ ଶ⁄ 																							ሾ	再掲：Robertsሺ1968ሻの期待値	ሿ 

ଵሿݎଶሾܧ	 ൌ
1
2ඩ

ߨ

ߣ ቆ
ߨ
3 ൅

√3
2 ቇ

ൎ
0.640710⋯

ଵߣ ଶ⁄ 									ሾ	再掲：Watanabeሺ2008ሻの期待値	ሿ 

図 8.9 に計算機実験の結果を示す。図 8.9 の下図のL ൌ 1は単位正方形であり、その位置に於ける 3 つ

の中央値（厳密分布・Roberts・Watanabe）は、 

・図 8.4 のߣ ൌ 10における 3 つの中央値 

 ・図 8.6 の上図のߣ ൌ 10における 3 つの中央値 

と同じである。図 8.9 は以下の 2 項目を示している。 

  ・領域を広げていくと厳密分布の期待値と中央値は Roberts（1968）より小さい値を示す。 

  ・領域を広げていくと厳密分布の期待値と中央値は Roberts（1968）と Watanabe（2008）の間に在

る或る値に収束していくように見える。 

領域内の点数（MST の辺数）が少ない［多い］ほど、境界効果を受ける点数（MST の辺数）の割合が

高く［低く］なり、その結果、MST の辺長の期待値が長く［短く］なることが確認できた。強度一定で

領域が拡大すると、境界の長さは線形で増加するのに対して、MST の辺数は 2 乗で増加するため、MST

の辺長の期待値や中央値に対する境界効果が緩和されると考えられる。 
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図 8.8 強度固定（ߣ ൌ 10）で領域を広げた場合の MST 

（上図：ܮ ൌ 1（単位正方形）、下図：ܮ ൌ 1, 2, 3, 4, 5, 6） 
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図 8.9 MST の辺長の境界効果（計算機実験の結果） 

（上図：期待値、下図：中央値） 
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境界効果が大きい領域では、Robert（1968）の近似が上限評価とはならないことは、この数値評価より明

らかである。また、図 8.9 より図 8.7 に示した近似モデルによる期待値評価は厳密分布による境界効果を

近似的に表現していることが分かる。 

 

8.4 AGsi-curve の期待値に与える境界効果（2 次元） 

 

 これまで MST の辺長の振舞いに焦点を当ててきたが、本節では図 8.3 に示した AGsi-curve の期待値の

強度依存性に戻り、その原因の 1 つである境界効果を検討する。AGsi-curve の厳密分布と 2 つの近似分

布 U と L の期待値は、強度（ߣ）が小さくなるにしたがい 3 つが連動して大きくなっていく。これは 8.1

節において述べたように、AGsi-curve の基礎を成す MST の辺長の振舞いを考えれば当然の現象である。

さらに、50 ൑ ߣ ൑ 100の範囲では、近似分布 U と近似分布 L の期待値は、厳密分布の期待値を上下から

挟み込んでおり、近似分布 U と近似分布 L が近似モデルとして有用であることが分かる。しかし、強度

が小さい範囲では、厳密分布の期待値は近似分布（ߣ） U の期待値を超えてしまう。 

 8.3 節で述べたように、MST の辺長に関する Roberts（1968）の近似と Watanabe（2008）の近似は、境

界効果を受けない。したがって、それらを基にしている AGsi-curve の近似分布 U と L の期待値も境界効

果を受けない。一方、MST の辺長に関する厳密分布の期待値は境界効果を受ける。したがって、それら

を基にしている AGsi-curve の厳密分布の期待値も境界効果を受ける。さらに 8.3 節では、MST の辺長の

境界効果は領域内の点数（MST の辺数）が少ないほど強くなることを、簡易的なモデル化と計算機実験

で確認している。当然、AGsi-curve の厳密分布の期待値も、この影響を受けることになる。 

強度（ߣ）が小さくなるにしたがい、AGsi-curve の近似分布 U と L の期待値は、点間距離が離れる影響

しか受けないのに対して、AGsi-curve の厳密分布の期待値は、点間距離が離れる影響に加えて、境界効果

も、より強く受けるようになる。その結果、AGsi-curve の厳密分布の期待値は、近似分布 U の期待値を

超えることになる。以上で、図 8.3 に示した AGsi-curve の期待値の強度依存性が説明できた。 
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8.5 【参考】3 次元の AGsi-curve 

 

 簡易的に 3 次元の AGsi-curve を求めたので、参考として以下に示す。 

体積 1/8 の立方体内に強度ߣ ൌ 10ଷで発生させた一様ランダムな点パターン（݊ ൌ 125）に対する AGsi-

curve を図 8.10 に、その確率密度関数と期待値とを図 8.11 に示す。ここで、近似分布 U の確率密度関数

と期待値とは、第 7 章で導出した式（7.1）と式（7.2）に基づき、近似分布 L の確率密度関数と期待値と

は、第 7 章で導出した式（7.3）と式（7.4）に基づき、厳密分布の確率密度関数と期待値とは、モンテカ

ルロ法（m ൌ 10ହ回）により推定できる。 

 図 8.10 から分かるように、AGsi-curve の厳密分布の期待値は、近似分布 U の期待値とほぼ一致してい

る。これは 2 次元の AGsi-curve に関する検討結果から、境界効果が強く表れた結果であると考えられる。

特に、8.3 節に示した、強度一定で領域の大きさを変えた計算機実験の結果と深い関係がある。高次元の

場合の境界効果は非常に興味深いが今後の検討課題とする。 
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図 8.10 3 次元の AGsi-curve（ ߣ ൌ 1000 ） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 8.11 AGsi-curve の 3 種類の確率密度関数（3 次元）（ ߣ ൌ 1000 ） 

（図 8.10 と同じ記号で期待値も表示） 

（左：近似分布 U、中：カーネル法で推定した厳密分布、右：近似分布 L） 
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第 9 章 第Ⅲ部のまとめと今後の課題 

 

9.1 第Ⅲ部のまとめ 

 

本研究の目的は、 

①AG-curve を用いた空間点パターンの分類方法を提案する。 

 ②空間点パターンの分類に適した AHC 手法を探索する。 

➂既存のグラフィカルな分類方法に対する AG-curve の優位性を検証する。 

④AG-curve の数理的性質を明らかにする。 

であった。 

 

9.1.1 目的①と②に関して 

本研究において提案する AG-curve は AHC 手法を応用して、空間点パターンの分類（ランダム型・規

則型・集中型）を行うものである。AHC 手法の中から、単調性が保証されている最短距離法・最長距離

法・（重み無し）群平均法の 3 手法を選び、それらを基にする AGsi-curve・AGco-curve・AGav-curve を分

類感度の観点で比較した。その結果から、最短距離法を基にする AGsi-curve が最も良好であることを示

した。したがって、これ以降の研究は対象を AGsi-curve に限定して行った。 

 

9.1.2 目的➂に関して 

既存のグラフィカルな分類方法の中から、G 関数と K 関数を選び、それらと AGsi-curve を空間点パタ

ーンの分類性能の観点で比較した。その結果、以下の 3 項目示すことができた。 

AGsi-curve は、 

 ・G 関数では区別できない空間点パターンを分類することができる。 

 ・ランダム型と規則型の区別が K 関数より明瞭にできる（特に強度が大きい場合）。 

  ・K 関数より境界効果に関してロバストである。 
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9.1.3 目的④に関して 

AGsi-curve の数理的性質は MST の辺長の順序統計量を用いて説明できることを示した。この結果から、

MST の辺長の近似分布である Roberts（1968）と Watanabe（2008）を用いて、AGsi-curve の近似分布 U と

近似分布 L を導出することができた。導出した 2 つの近似分布は、限定した強度の範囲内ではあるが、

AGsi-curve の近似モデルとして有用であることを示した。 

AGsi-curve の強度依存性を調べていく過程で、厳密分布と 2 つの近似分布の相対的な位置関係の変化

から、厳密分布に現れる境界効果の存在に気が付いた。これは特に強度が小さい水準で顕著になる。AGsi-

curve の境界効果に関しては、その基になった MST の辺長の厳密分布に遡って検討した。 

MST の辺長に現れる境界効果の特性を、簡易的なモデル化と計算機実験を用いて明らかにすることが

できた。この結果を用いて、AGsi-curve の厳密分布と 2 つの近似分布の相対的な位置関係の変化を説明で

きることを示した。 

 

 

9.2 今後の課題 

 

9.2.1 AGsi-curve および（その基になった）MST の辺長の強度依存性 

 本研究における強度依存性の検討は、正方形の領域を対象として、強度は 100 以下に限定されている。

この理由は分類の対象として用いた 3 種類の現実の空間点パターン（Japanese black pine sapling・Biological 

cells・Redwood seedlings）と関係があり、それらの領域の形状と領域内の点数に基づいている。研究結果

の適用範囲を広げるためには、領域の形状を様々に変え（円・長方形・三角形など）、より広範囲な強度

に関して特性を調べる必要がある。 

 

9.2.2 AGsi-curve および（その基になった）MST の辺長の境界効果 

 本研究では、領域の大きさに関する境界効果を示したが、領域の形状に関する境界効果は、ほとんど検

討されていない（領域の形状は正方形に限定されている）。研究結果の適用範囲を広げるためには、領域
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の形状を様々に変え（円・長方形・三角形など）、境界効果を調べる必要がある。また、境界効果に関す

る本研究の数理的検討は、簡易的なレベルにとどまっている。積分幾何学を用いた、より厳密なアプロー

チが必要である。MST の辺長の境界効果が数理的に明らかになれば、MST の辺長の境界補正方法を検討

することもできる。 

 

9.2.3 AGsi-curve および（その基になった）MST の辺長の近似分布 

 これまで MST の効率的な探索方法は非常に多く提案されているが、MST の辺長が従う確率分布は解

析的に求められていない。したがって本研究では AGsi-curve の近似分布を求めるために、MST の辺長の

近似分布として Roberts（1968）と Watanabe（2008）を用いた。しかし、MST の辺長の厳密分布と比較し

た検討結果などから、Roberts（1968）と Watanabe（2008）の近似能力の限界も見えてきた。MST の辺長

に関して、更に精度の高い近似分布が必要である。これを用いれば、AGsi-curve の近似分布の精度も向

上する。 

 

9.2.4  AGsi-curve の多次元への対応 

 AGsi-curve の近似分布 U と近似分布 L に関して、それらの期待値と原点まわりのモーメントを多次元

で導出した。しかし、実際の計算例は主に 2 次元であり、3 次元は参考として取り上げた程度である。自

然科学分野では高々3 次元であるが、社会科学分野への応用を考えると更に高次元の特性を調べる必要が

ある。多次元の近似分布を具体的に計算する場合は、特に任意精度演算（桁落ち対策）に注意しなければ

ならない。また高次元になるほど境界効果が強く表れることが予想される。 
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付録 1：Watanabe（2008）の近似（多次元 MST の辺長） 

 

1.0 はじめに 

 

提案する手法の数理的性質を調べるためには、多次元 MST の辺長の近似分布が必要となる。このうち

Roberts（1968）の近似に関しては Bertsimas and van Ryzin（1990）が存在する。一方、Watanabe（2008）

の近似を多次元に拡張した文献は、少なくとも著者の知る限り存在しない。そこで、本研究中に Watanabe

（2008）に関する多次元 MST の辺長の近似分布を導出した。その結果を付録 1 に記す。これは他文献で

既出の可能性もあるため付録に記したが、著者が独立に導出したものである。 

 

1.1 Watanabe（2008）の近似 

 

Watanabe（2008）は都市計画の研究に於いて、2 次元 MST の辺長の近似分布を導出している。これを

多次元に拡張する。ݑ次元空間に距離ݎ離れて存在する 2 点 a と b を考える。点 a を中心とする半径ݎのݑ

次元球をܣとし、点 b を中心とする半径ݎのݑ次元球をܤとする。また、ݑ次元空間の領域ߗの体積を ௨ܸ
ఆሺݎሻ

と表すと、ܣとܤの合併領域（和集合ܣ ∪ の体積は（ܤ ௨ܸ
஺∪஻ሺݎሻ、ܣとܤの共通領域（積集合ܣ ∩ の体積は（ܤ

௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻ、ܣとܤの共通領域をܤから除いた領域（ܣ௖ ∩ )の体積（ܤ ௨ܸ

஻ሺݎሻ െ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻ)は ௨ܸ

஺೎∩஻ሺݎሻと表せる。 

多次元（ݑ次元）に於ける Watanabe（2008）の近似分布は、領域（ܣ௖ ∩ に少なくとも（ܤ 1 つ点がある

という確率から導くことができる。 

ሻݎ௨ሺܨ ൌ 1 െ exp ቄെߣ ቀ ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻቁቅ 

したがって MST の辺の近似確率密度関数 ௨݂ሺݎሻは、 

௨݂ሺݎሻ ൌ
݀
ݎ݀
ሻݎ௨ሺܨ ൌ ߣ

݀
ݎ݀
ቀ ௨ܸ

஺೎∩஻ሺݎሻቁ ∙ exp ቄെߣ ቀ ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻቁቅ 

となる。 

ここで ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻ に、付録 2 の（付 2.1）式の ଶܸ௧

஺೎∩஻ሺݎሻ を代入すると、偶数次元（ݑ ൌ の近似確率密（ݐ2

度関数 ଶ݂௧ሺݎሻは、 
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（付 1.1）             ଶ݂௧ሺݎሻ ൌ ߣݐ2 ∙ ௘஺ܥ
೎∩஻ ∙ ଶ௧ିଵݎ ∙ exp൫െߣ ∙ ௘஺ܥ

೎∩஻ ∙  ଶ௧൯ݎ

ここで、 

௘஺ܥ
೎∩஻ ൌ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ

ଶ௧ିଵݎ
∙ ቐ
Γߨ√ ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ
െ Bଷ

ସ
൬ݐ ൅

1
2
		, 	
1
2
൰ቑ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数 

となる。 

また、 ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻ に、付録 2 の（付 2.2）式の ଶܸ௧ାଵ

஺೎∩஻ሺݎሻ を代入すると、奇数次元（ݑ ൌ ݐ2 ൅ 1）の近似確

率密度関数 ଶ݂௧ାଵሺݎሻは、 

（付 1.2）               ଶ݂௧ାଵሺݎሻ ൌ ሺ2ݐ ൅ 1ሻߣ ∙ ௢஺ܥ
೎∩஻ ∙ ଶ௧ݎ ∙ exp൫െߣ ∙ ௢஺ܥ

೎∩஻ ∙  ଶ௧ାଵ൯ݎ

ここで、 

௢஺ܥ
೎∩஻ ൌ ଶܸ௧ ሺݎሻ

ଶ௧ݎ
∙ ቐ
ݐΓሺߨ√ ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

െ Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1		, 	

1
2
൰ቑ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅ 1		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

となる。 

またݑ次元空間の原点まわりのݏ次モーメントは、 

௦ሿݎ௨ሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
௨݂ሺݎሻ݀ݎ 

を用いて求められる。 

ここで偶数次元（ݑ ൌ 次モーメントは（付ݏの原点まわりの（ݐ2 1.1）式を使って、 

௦ሿݎଶ௧ሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
ଶ݂௧ሺݎሻ݀ݎ ൌ ൫ߣ ∙ ௘஺ܥ

೎∩஻൯
ି௦
ଶ௧Γ ቀ1 ൅

ݏ
ݐ2
ቁ 

ここで、 

௘஺ܥ
೎∩஻ ൌ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ

ଶ௧ିଵݎ
∙ ቐ
Γߨ√ ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ
െ Bଷ

ସ
൬ݐ ൅

1
2
		, 	
1
2
൰ቑ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数 

となり、 
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奇数次元（ݑ ൌ ݐ2 ൅ 1）の原点まわりのݏ次モーメントは（付 1.2）式を使って、 

௦ሿݎଶ௧ାଵሾܧ ൌ න ௦ݎ ∙
ஶ

଴
ଶ݂௧ାଵሺݎሻ݀ݎ ൌ ൫ߣ ∙ ௢஺ܥ

೎∩஻൯
ି௦
ଶ௧ାଵΓ ቀ1 ൅

ݏ
ݐ2 ൅ 1

ቁ 

ここで、 

௢஺ܥ
೎∩஻ ൌ ଶܸ௧ ሺݎሻ

ଶ௧ݎ
∙ ቐ
ݐΓሺߨ√ ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

െ Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1		, 	

1
2
൰ቑ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅ 1		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

となる。 

具体例として 1 次元・2 次元・3 次元の確率密度関数を求める。 

1 次元の場合は奇数次元の式で t=0 と置き、2 次元の場合は偶数次元の式で t=1 と置き、3 次元の場合は

奇数次元の式で t=1 と置くことによって、以下のように求められる。 

ଵ݂ሺݎሻ ൌ ߣ ∙ expሺെݎߣሻ 

ଶ݂ሺݎሻ ൌ ߣ2 ቆ
ߨ
3
൅
√3
2
ቇ ݎ ∙ exp ቊെߣ ቆ

ߨ
3
൅
√3
2
ቇ  ଶቋݎ

ଷ݂ሺݎሻ ൌ ߣ3 ൬
ߨ11
12

൰ ଶݎ ∙ exp ൜െߣ ൬
ߨ11
12

൰  ଷൠݎ

次に 1 次元・2 次元・3 次元の期待値を求める。 

1 次元の場合は奇数次元の式で t=0,s=1 と置き、2 次元の場合は偶数次元の式で t=1,s=1 と置き、3 次元の

場合は奇数次元の式で t=1,s=1 と置くことによって、以下のように求められる。 

ଵሿݎଵሾܧ ൌ
1
ߣ

 

൫付 1.3൯																																																		ܧଶሾݎଵሿ ൌ
1
2ඩ

ߨ

ߣ ቆ
ߨ
3 ൅

√3
2 ቇ

ൎ
0.640710⋯

ଵߣ ଶ⁄  

൫付 1.4൯																																											ܧଷሾݎଵሿ ൌ
12ଵ ଷ⁄ ∙ Γሺ1 3⁄ ሻ

3 ∙ 11ଵ ଷ⁄ ∙ ଵߣ ଷ⁄ ∙ ଵߨ ଷ⁄ ൎ
0.627655⋯

ଵߣ ଷ⁄  

最後に 1 次元・2 次元・3 次元の標準偏差（SD）を求める。標準偏差（SD）は、 

௨ܦܵ ൌ ඥܧ௨ሺݎଶሻ െ ሼܧ௨ሺݎଵሻሽଶ 

を用いて求められる。 
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また原点まわりの 2 次モーメントは、 

ଶሿݎଵሾܧ ൌ
2
ଶߣ

 

ଶሿݎଶሾܧ ൌ
1

ߣ ቆ
ߨ
3 ൅

√3
2 ቇ

 

ଶሿݎଷሾܧ ൌ
2 ∙ 12ଶ ଷ⁄ ∙ Γሺ2 3⁄ ሻ

3 ∙ 11ଶ ଷ⁄ ∙ ଶߣ ଷ⁄ ∙ ଶߨ ଷ⁄  

である。 

これらを用いて標準偏差（SD）は、 

ଵܦܵ ൌ
1
ߣ

 

ଶܦܵ ൌ
1
2ඩ

4 െ ߨ

ߣ ቆ
ߨ
3 ൅

√3
2 ቇ

ൎ
0.334914⋯

ଵߣ ଶ⁄  

ଷܦܵ ൌ
12ଵ ଷ⁄ ඥ2 ∙ 3 ∙ Γሺ2 3⁄ ሻ െ Γሺ1 3⁄ ሻଶ

3 ∙ 11ଵ ଷ⁄ ∙ ଵߣ ଷ⁄ ∙ ଵߨ ଷ⁄ ൎ
0.228119⋯

ଵߣ ଷ⁄  

と求められる。 
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付録 2：多次元空間に於ける部分球と結合球の体積 

 

2.1 準備 

 

2.1.1 領域の定義 

隔てて存在するݎ次元空間に距離ݑ 2 点 a と b を考える。点 a を中心とする半径ݎのݑ次元球を A とし、

点 b を中心とする半径ݎのݑ次元球を B とする。このとき、様々な領域の体積を以下のように表記する。 

超球 A の体積： ௨ܸ
஺ሺݎሻ、超球 B の体積： ௨ܸ

஻ሺݎሻ 

A と B の合併領域（和集合ܣ ∪ ：の体積（ܤ ௨ܸ
஺∪஻ሺݎሻ 

A と B の共通領域（積集合ܣ ∩ ：の体積（ܤ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻ 

A と B の共通領域を B から除いた領域（ ௨ܸ
஻ሺݎሻ െ ௨ܸ

஺∩஻ሺݎሻ）の体積： ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻ 

௨ܸ
஺ሺݎሻ ൌ ௨ܸ

஻ሺݎሻ ൌ ௨ܸሺݎሻ ൌ
ߨ
௨
ଶ

Γ ቀ
ݑ
2 ൅ 1ቁ

 ௨ݎ

以下では、部分球の体積 ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻと、結合球の体積 ௨ܸ

஺∪஻ሺݎሻを求める。 

参考のため、2 次元の場合の ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻと ௨ܸ

஺∪஻ሺݎሻを付図 2.1 に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

付図 2.1 ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻと ௨ܸ

஺∪஻ሺݎሻ（2 次元の場合） 

 

௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻ ௨ܸ

஺∪஻ሺݎሻ 
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2.1.2 定積分の値 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

න cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగ
ଶ

ൌ
Γ	ߨ√ ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ

								 න cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

ൌ
1	
2
Bଷ
ସ
൬ݐ ൅

1
2
	,
1
2
൰

 

 

               ここでB௭൫ܽ, 	ܾ൯は不完全ベータ関数を表す。 

B௭൫ܽ, 	ܾ൯ ൌ න ߬௔ିଵሺ1 െ ߬ሻ௕ିଵ݀߬
௭

଴
 

 

2.2 部分球の体積： ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻ  

 

௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻは以下のようにして求められる。 

௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻ ൌ ௨ܸ

஻ሺݎሻ െ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻ 

また、 ௨ܸ
஻ሺݎሻと

ଵ

ଶ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻは以下の漸化式で表せる。 

௨ܸ
஻ሺݎሻ ൌ ݎ ௨ܸିଵ

஻ ሺݎሻන cos௨ߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

ൌ ݎ ௨ܸିଵሺݎሻන cos௨ߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

 

1
2 ௨ܸ

஺∩஻ሺݎሻ ൌ ݎ ௨ܸିଵ
஻ ሺݎሻන cos௨ߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

ൌ ݎ ௨ܸିଵሺݎሻන cos௨ߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

 

ここで、 ௨ܸ
஺ሺݎሻ ൌ ௨ܸ

஻ሺݎሻ ൌ ௨ܸሺݎሻ である。 

参考のため 2 次元の場合の
ଵ

ଶ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻを付図 2.2 に示す。 

 

 

 

付図 2.2 
ଵ

ଶ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻ（2 次元の場合） 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ න cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగ
ଶ

ൌ
ߨ√ Γሺݐ ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

									 න cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

ൌ
1	
2
Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1 ,

1
2
൰
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ここでは偶数次元と奇数次元に場合分けして部分球の体積 ௨ܸ
஺೎∩஻ሺݎሻを計算する。 

 

【偶数次元の場合：ݑ ൌ  【ݐ2

（付 2.1）        ଶܸ௧
஺೎∩஻ሺݎሻ ൌ ଶܸ௧

஻ሺݎሻ െ ଶܸ௧
஺∩஻ሺݎሻ  

ൌ ݎ ଶܸ௧ିଵሺݎሻන cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

െ ݎ2 ଶܸ௧ିଵሺݎሻන cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

 

ൌ ݎ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ ൝න cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

െ 2න cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

ൡ 

ൌ ݎ ∙ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ ∙ ቐ
Γߨ√ ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ
െ Bଷ

ସ
൬ݐ ൅

1
2
	, 		
1
2
൰ቑ 

ൌ ଶ௧ݎ ∙ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ

ଶ௧ିଵݎ
∙ ቐ
Γߨ√ ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ
െ Bଷ

ସ
൬ݐ ൅

1
2
		, 	
1
2
൰ቑ 

ൌ ଶ௧ݎ ∙ ௘஺ܥ
೎∩஻  

                     ここで、 

௘஺ܥ
೎∩஻ ൌ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ

ଶ௧ିଵݎ
∙ ቐ
Γߨ√ ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ
െ Bଷ

ସ
൬ݐ ൅

1
2
		, 	
1
2
൰ቑ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数 

なお、 ଶܸ௧ିଵሺݎሻは（2ݐ െ 1）次元超球（全球）の体積なので、
௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
は次元に依存する定数となる。例えば

1 次元なら 2、3 次元なら
ସ஠

ଷ
である。 

 

【奇数次元の場合：ݑ ൌ ݐ2 ൅ 1】 

（付 2.2）          ଶܸ௧ାଵ
஺೎∩஻ሺݎሻ ൌ ଶܸ௧ାଵ

஻ ሺݎሻ െ ଶܸ௧ାଵ
஺∩஻ሺݎሻ  

ൌ ݎ ଶܸ௧ ሺݎሻන cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

െ ݎ2 ଶܸ௧ ሺݎሻන cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

 

ൌ ݎ ଶܸ௧ ሺݎሻ ൝න cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

െ 2න cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

ൡ 

ൌ ݎ ∙ ଶܸ௧ ሺݎሻ ∙ ቐ
ݐΓሺߨ√ ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

െ Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1	, 		

1
2
൰ቑ 
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ൌ ଶ௧ାଵݎ ∙ ଶܸ௧ ሺݎሻ

ଶ௧ݎ
∙ ቐ
ݐΓሺߨ√ ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

െ Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1		, 	

1
2
൰ቑ 

ൌ ଶ௧ାଵݎ ∙ ௢஺ܥ
೎∩஻  

ここで、 

௢஺ܥ
೎∩஻ ൌ ଶܸ௧ ሺݎሻ

ଶ௧ݎ
∙ ቐ
ݐΓሺߨ√ ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

െ Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1		, 	

1
2
൰ቑ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅ 1		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

なお、 ଶܸ௧ ሺݎሻは（2ݐ）次元超球（全球）の体積なので、
௏మ೟ ሺ௥ሻ

௥మ೟
は次元に依存する定数となる。例えば 2 次元

なら4、ߨ 次元なら
గమ

ଶ
になる。 

 

2.3 結合球の体積： ௨ܸ
஺∪஻ሺݎሻ  

 

௨ܸ
஺∪஻ሺݎሻは以下のようにして求められる。 

௨ܸ
஺∪஻ሺݎሻ ൌ ௨ܸ

஺ሺݎሻ ൅ ௨ܸ
஻ሺݎሻ െ ௨ܸ

஺∩஻ሺݎሻ 

ൌ 2 ௨ܸሺݎሻ െ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻ 

ここで、 ௨ܸ
஺ሺݎሻ ൌ ௨ܸ

஻ሺݎሻ ൌ ௨ܸሺݎሻ である。 

また、 ௨ܸሺݎሻと
ଵ

ଶ ௨ܸ
஺∩஻ሺݎሻは以下の漸化式で表せる。 

௨ܸሺݎሻ ൌ ݎ ௨ܸିଵሺݎሻන cos௨ߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

 

1
2 ௨ܸ

஺∩஻ሺݎሻ ൌ ݎ ௨ܸିଵሺݎሻන cos௨ߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

 

ここでは偶数次元と奇数次元に場合分けして結合球の体積 ௨ܸ
஺∪஻ሺݎሻを計算する。 

 

【偶数次元の場合：ݑ ൌ  【ݐ2

（付 2.3）        ଶܸ௧
஺∪஻ሺݎሻ ൌ 2 ଶܸ௧ሺݎሻ െ ଶܸ௧

஺∩஻ሺݎሻ 

ൌ ݎ2 ଶܸ௧ିଵሺݎሻන cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

െ ݎ2 ଶܸ௧ିଵሺݎሻන cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺
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ൌ ݎ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ ൝2න cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

െ 2න cosଶ௧ߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

ൡ 

ൌ ݎ ∙ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ ∙ ቐ
Γߨ√2 ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ
െ Bଷ

ସ
൬ݐ ൅ 1	, 		

1
2
൰ቑ 

ൌ ଶ௧ݎ ∙ ଶܸ௧ିଵሺݎሻ

ଶ௧ିଵݎ
∙ ቐ
Γߨ√2 ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ
െ Bଷ

ସ
൬ݐ ൅

1
2
		, 	
1
2
൰ቑ 

ൌ ଶ௧ݎ ∙   ௘஺∪஻ܥ

ここで、 

௘஺∪஻ܥ ൌ
ଶܸ௧ିଵሺݎሻ

ଶ௧ିଵݎ
∙ ቐ
Γߨ√2 ቀݐ ൅

1
2ቁ

Γሺݐ ൅ 1ሻ
െ Bଷ

ସ
൬ݐ ൅

1
2
		, 	
1
2
൰ቑ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅

ଵ

ଶ
		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

なお、 ଶܸ௧ିଵሺݎሻは（2ݐ െ 1）次元超球（全球）の体積なので、
௏మ೟షభሺ௥ሻ

௥మ೟షభ
は次元に依存する定数となる。例えば

1 次元なら 2、3 次元なら
ସ஠

ଷ
である。 

 

【奇数次元の場合：ݑ ൌ ݐ2 ൅ 1】 

（付 2.4）       ଶܸ௧ାଵ
஺∪஻ሺݎሻ ൌ 2 ଶܸ௧ାଵሺݎሻ െ ଶܸ௧ାଵ

஺∩஻ሺݎሻ 

ൌ ݎ2 ଶܸ௧ ሺݎሻන cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

െ ݎ2 ଶܸ௧ ሺݎሻන cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

 

ൌ ݎ ଶܸ௧ ሺݎሻ ൝2න cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

ିగଶ

െ 2න cosଶ௧ାଵߠ݀ߠ

గ
ଶ

గ
଺

ൡ 

ൌ ݎ ∙ ଶܸ௧ ሺݎሻ ∙ ቐ
ݐΓሺߨ√2 ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

െ Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1	, 		

1
2
൰ቑ 

ൌ ଶ௧ାଵݎ ∙ ଶܸ௧ ሺݎሻ

ଶ௧ݎ
∙ ቐ
ݐΓሺߨ√2 ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

െ Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1		, 	

1
2
൰ቑ 

ൌ ଶ௧ାଵݎ ∙   ௢஺∪஻ܥ

ここで、 
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௢஺∪஻ܥ ൌ
ଶܸ௧ ሺݎሻ

ଶ௧ݎ
∙ ቐ
ݐΓሺߨ√2 ൅ 1ሻ

Γ ቀݐ ൅
3
2ቁ

െ Bଷ
ସ
൬ݐ ൅ 1		, 	

1
2
൰ቑ 

Bయ
ర
ቀݐ ൅ 1		, 	

ଵ

ଶ
ቁは不完全ベータ関数。 

なお、 ଶܸ௧ ሺݎሻは（2ݐ）次元超球（全球）の体積なので、
௏మ೟ ሺ௥ሻ

௥మ೟
は次元に依存する定数となる。例えば 2 次元

なら4、ߨ 次元なら
గమ

ଶ
になる。 
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付録 3：MST の辺長の期待値と中央値（2 次元） 

  単位正方形内に強度（ߣ）を変えて一様ランダムに発生させた点パターンに対する 

MST の辺長の分布を求めた。（ߣ ൌ 10, 20, 30,⋯ , 180, 190, 200） 

・厳密分布：ヒストグラム（モンテカルロ法, m=10000 回）、期待値＆中央値（●） 

・Roberts（1968）の近似分布：確率密度関数（破線）、期待値＆中央値（▽） 

・Watanabe（2008）の近似分布：確率密度関数（一点鎖線）、期待値＆中央値（△） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

付図 3.1 MST の辺長の期待値（ߣ ൌ 100） 

 

 

 

 

 

 

 

 

付図 3.2 MST の辺長の中央値（ߣ ൌ 100） 
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付図 3.3（A） MST の辺長の期待値（ߣ ൌ 10, 20, 30,⋯ , 80, 90, 100） 
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付図 3.3（B） MST の辺長の期待値（ߣ ൌ 110, 120, 130,⋯ , 180, 190, 200） 
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付図 3.4（A） MST の辺長の中央値（ߣ ൌ 10, 20, 30,⋯ , 80, 90, 100） 
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付図 3.4（B） MST の辺長の中央値（ߣ ൌ 110, 120, 130,⋯ , 180, 190, 200） 
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はじめに、博士論文の審査員である 5 名の先生方にはご多忙のところ貴重な時間をさいて本論文の審

査を引き受けて下さり、多くの貴重なご助言をいただきました。厚く御礼申し上げます。 

 

 

 

 

 

 

 

 

本研究の遂行および学位論文の執筆にあたり、主任指導教員の田村義保先生と副指導教員の加藤昇吾

先生には、終始懇切丁寧な御指導を賜りました。謹んで感謝の意を表します。 

 

大学院 1 年目の主任指導教員であった椿広計先生には、研究者としての心構えを教えていただきまし

た。大学院 2 年目以降の主任指導教員であった田村義保先生には、計算機実験にあたり乱数の使い方に

関して指導していただきました。主査になっていただいた中野純司先生からは、提案する手法と既存の

手法の比較において、更に踏み込んだ比較を行うようにとの御指摘があり、新たな結論を導くことがで

きました。加藤昇吾先生には学位論文中の全ての式を確認し、誤りを指摘していただきました。元山斉先

生には提案する手法の他分野への応用に関して貴重な示唆をいただきました。これに関しては、ぜひ研

究を進めていきたいと思っています。 

 

統計科学に関心を持ち、大学院への進学を決めたのは、1990 年代に産学交流でお世話になった 3 名の

先生方との出会いがきっかけでした。本研究で提案する方法の基になったアイデアも、この時に思いつ

【審査員の先生方】 

総合研究大学院大学複合科学研究科統計科学専攻 

（情報・システム研究機構 統計数理研究所） 

     教授 中野純司（主査） 

     教授 田村義保 

准教授 加藤昇吾 

独立行政法人統計センター 

    理事長 椿 広計 

青山学院大学経済学部 

    准教授 元山 斉 



166 
 

いたものです。この場をお借りして御礼申し上げます。 

 

 

 

 

総合研究大学院大学在学中は、統計数理研究所の教官の皆さま、企画グループ研究支援担当の皆さま、

総合研究大学院大学複合科学研究科統計科学専攻の学生の皆さま、には大変お世話になりました。この

場をお借りして御礼申し上げます。 

最後に、ここまで見守ってくれた妻（朋子）に心から感謝します。 

 

 

 

 

 

 

【1990 年代に産学交流でお世話になった先生方】 

独立行政法人統計センター理事長 椿 広計（当時、慶応義塾大学理工学部講師） 

 電気通信大学副学長 椿 美智子（当時、電気通信大学電気通信学部助手） 

 電気通信大学講師 山本 渉（当時、慶応義塾大学理工学部大学院生） 
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